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LỜI NÓI ĐẦU 


Chúng tôi xin giới thiệu đến đọc giả bộ sách: Tuyển tập các bài toán dành cho 
học sinh lớp 12, chuẩn bị thi vào các trường Đại học & Cao đẳng. 


Bộ sách gồm 7 quyển : 


TUYỂN TẬP 546 BÀI TOÁN TÍCH PHÂN 

TUYỂN TẬP 540 BÀI TOÁN KHẢO SÁT HÀM SỐ 
TUYỂN TẬP 500 BÀI TOÁN HÌNH GIẢI TÍCH 
TUYỂN TẬP 500 BÀI TOÁN HÌNH KHÔNG GIAN 
TUYỂN TẬP 696 BÀI TOÁN ĐẠI SỐ 

TUYỂN TẬP 599 BÀI TOÁN LƯỢNG GIÁC 

TUYỂN TẬP 670 BÀI TOÁN RỜI КАС VÀ CUC TRI 


Nhằm phuc vụ cho việc rèn luyện và ôn thi vào Dai hoc bằng phương pháp tìm 
hiểu các đề thi đại học đã ra, để tự nâng cao và chuẩn bị kiến thức cần thiết. 


Để phục vụ cho các đối tượng tự học : Các bài giải luôn chi tiết và đầy đủ, phân 
nhỏ từng loại toán và đưa vào đó các phương pháp hợp lí. 


Mặc dù chúng tôi đã cố gắng hết sức trong quá trình biên soạn, song vẫn không 
tránh khỏi những thiếu sót. Chúng tôi mong đón nhận mọi góp ý, phê bình từ quý 
đồng nghiệp cùng đọc giả để lần xuất bản sau sách được hoàn thiện hơn. 


Cuối cùng, chúng tôi xin cảm ơn NHÀ XUẤT BẢN ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI đã 
giúp đỡ chúng tôi mọi mặt để bộ sách được ra đời. 


NGUYÊN ĐỨC ĐỒNG 


BẢNG KÊ CÁC KÍ HIỆU VÀ CHỮ VIẾT TẮT TRONG SÁCH 


CÁC KÍ HIỆU TOÁN HỌC VÀ CÁC TỪ VIẾT TẮT 


(i еце 
. ke : (1) tương đương. e [(ABC); (EFG)] : góc tạo bởi 2 mp 
(ABC) và (EFG) 



























(i) 
e =>: (i) kéo theo 
• <> : không tương duong 
• > : không kéo theo 


° = : đồng nhất 


kq : Phép tịnh tiến vectơ v 






















° D, : Phép đối xứng truc A 

° Do : Phép dói xúng truc O 

e Q(O; ф) : Phép quay tâm O, góc quay 
Ф. 


° £ : không đông nhất 
® Saanc = З(АВС) = dt(ABC) : diện tích 









AABC : 

` E e VT(O; k) : Phép vi tu tàm O, ti só k. 
e Vs Anc = V(S.ABO) : thé tích hình chóp 

S АВС e DN : dinh nghĩa 


e DL : dinh lý 

° HQ : hé quà 

• СМК : chứng minh rằng 
e B; : bước i 

• TH; : trường hop i 

e VT : vé trái 
e VP : vé phái 

• BDT : bát đẳng thức 

° ycbt : yêu cầu bài toán 


* S, : Dién tích toàn phán 









• S,, : Diện tích xung quanh 

eV : Thé tích 

• А’ = "Va A: A' là hình chiếu của A 
xuống mặt phẳng (о) 

e A' = %4 А: A' là hình chiếu của А 
xuống đường thẳng (d) 

° d[M; (D)] : khoáng cách từ điểm M đến 
đường thẳng (D) 

e dM; (ABC)| : khoảng cách từ điểm M 
đến mặt phẳng (ABC) 

2 (a; Ip: góc nhi dién tao bói 2 nita mát 
pháng (a) và (f) 

• (5; AB; D) = (АВ): nhi diện canh AB 

e (d; d") : góc tạo bởi hai đường tháng d 
và d 

e [d; (ABO)] : góc tao bởi đường thẳng d 

và mp(ABC) 
























° dpcm : điều phải chứng minh 
e gt : giả thiết 

° KL : kết luận 

° DK : điều kiện 

e PB : phân ban 

• СРВ : chua phân ban 









Chuyên đề I: TÓNG QUAN VỀ CÁC KHÁI NIÊM 
TRONG HÌNH HỌC KHÔNG GIHN 


O Hinh học không gian là một môn học về các vật thể trong không gian (hinh hinh học 
trong không gian) mà các điểm hình thành nên vật thể đó thường thường không cùng nằm 
trong một mặt phẳng. 

O Như váy ngoài điểm và đường thắng không được định nghĩa như trong hinh hoc 
phẳng; môn hình học không gian còn xây dựng thêm một đối tượng cần nghiên cứu nữa là 
khái niệm mặt phẳng cũng không được định nghĩa. Khi nói tới khái niệm này ta 
liên tưởng đến một mặt bàn bằng phẳng, một mặt hồ nước yên lặng, một tờ giấy đặt đính 
sát trên một mặt đã được làm phẳng.... Nó được ký hiệu bởi các chữ in La Tinh như : (P), 
(Q), (R), ... hoặc các chữ thường Hy Lap như (a), (f), (y), .... 

O Mặt phẳng không được định nghĩa qua một khái niệm khác; nhung thuc tế cho thấy mặt 
phẳng có những tính chất cu thể sau, gọi là các tiên dé : 

O TIÊN DÉ 1: Có ít nhất bốn điểm trong không gian không thẳng hàng (nghĩa là 
luôn luôn có ít nhất 1 điểm ở ngoài một mặt phẳng tùy ý). 

© TIÊN ĐỀ 2: Nếu một đường thẳng và một mặt phẳng có hai điểm chung thì 
đường thẳng ấy sẽ nằm trọn vẹn trong mặt phẳng nêu trên. 

© TIÊN ĐỀ 3: Nếu hai mặt phẳng có điểm chung thì chúng có vô số điểm chung: 
nên hai mặt phẳng đó cắt nhau theo một đường thẳng đi qua vô số điểm 
chung ấy. Đường thẳng ấy gọi là giao tuyến của hai mặt phẳng. 

© TIÊN ĐỀ 4: Có một và chỉ một mặt phẳng duy nhất đi qua ba điểm phân biệt 
không thẳng hàng. 

© TIÊN ĐỀ 5: Trênmột mặt phẳng tùy ý trong không gian các định lý hinh học 
phẳng sơ cấp (đã học từ lớp 6 đến lớp 10 và các định lý nâng cao) đều đúng. 

® TIÊN DÉ 6: Mỗi đoạn thẳng trong không gian đều có độ dài xác định : tiên đẻ nêu 
lên sự bảo toàn về độ dài, góc và các tính chất liên thuộc đã biết trong hình học phẳng. 

C) Từ đó chúng ta có một số cách xác định mặt phẳng như sau : 

o HỆ QUÁ 1: Có một và chỉ một mặt phẳng duy nhất đi qua một đường thẳng và 
một điểm nằm ngoài đường thẳng đó. 

® HỆ QUẢ 2: Có một và chỉ một mặt phẳng duy nhất đi qua hai đường thẳng cắt nhau. 

o HỆ QUÁ 3: Có một và chỉ một mặt phẳng duy nhất đi qua hai đường thẳng 
song song. 

C) Đồng thời ta phải hiểu thêm rằng một mặt phẳng sẽ rộng không biên giới và đường thẳng có 
độ đài vô tận mặc dù ta sẽ biểu diễn nó một cách hình thức hữu hạn và khiêm tốn như sau: 


ЛЕШЕ y 


О Để thực hiện được phép vẽ chính xác một hình hình học trong không gian ngoài các đường 
thấy vẽ liên nét, ta cần phải nắm chắc được khái niệm đường khuất vẽ bằng nét đứt đoạn: 
Một đường bị khuất toàn bộ hay chỉ khuất một đoạn cục bộ nào đó khi và chỉ 
khi tồn tại ít nhất một mặt phẳng đứng phía trước hoặc phía trên che nó một 
cách toàn bộ hoặc cục bộ tương ứng. 


C) Muốn xác định nhanh một mặt phẳng trong không gian ta còn chọn thủ thuật thực hành : 
Một hình tam giác, tứ giác hoặc đa giác phẳng (không génh), đường tròn, ..., 
luôn xác định một mặt phẳng trong không gian. Ta gọi các mặt phẳng đó là mặt 
phẳng hinh thức với các ký hiệu (ABC), (ABCD), (C), ... tương ứng. 

• Mặt phẳng hình thức bị khuất nếu có một hay nhiều mặt phẳng nào đó che nó. 

• Một đường thẳng nằm trong mặt phẳng hình thức mà mặt đó bị khuất cục bộ 
hay toàn bộ và khi đường thẳng đó không là biên của mặt phẳng bị khuất đó, 
thì đường thẳng đó cũng tương ứng khuất cục bộ hay toàn bộ. 

• Một điểm nằm trong một mặt phẳng hình thức bị khuất thì gọi là điểm khuất. 

. Nëi hai điểm mà ít nhất có một điểm khuất thì được một đường khuất cục bộ hay 
toàn bộ : nếu hai đường đó không là biên của các mặt phẳng hình thức che nó. 

C) CÁC HINH ÁNH MINH HỌA 

° (d) bi (a) che khuất cuc bó, do (d) có 1 đoạn vẽ 
nét đứt đoạn nằm dưới (a). 





• (d) bi mặt phẳng (SAC) che khuất cục bộ, do (d) 
có một đoạn vẽ đứt đoạn nằm sau (SAC) (hiển 
nhiên (d) cũng ở sau các mặt (SAB), (5ВС)). 
e Canh AC bi hai mặt phẳng (SBC) và (SBC) che 
khuất toàn bộ, do cả đoạn AC xem như hoàn toàn ở 
sau đồng thời hai mặt phẳng (SAB), (SBC). 


e AH bị che toàn bộ do cả đoạn A;H nằm sau mặt 
phẳng (A,ADD,;), mặc dù nó ở trước mặt phẳng 
(ABB,A,) và ở trên mặt phẳng (ABCD). 


° (d) bị che khuất cục bộ vì có đoạn EF vẽ nét đứt 
đoạn nằm sau hai mặt phẳng (ADD;A,); (CDD¡€)), 
mặc dù đoạn EF ở phía trước hai mặt phẳng 
(ABB,A,); (BCC,B,); và ở trên mặt phẳng (ABCD). 


O CÁC KY HIỆU САМ NHÓ 


Thứtự| Kýhệu | Жаша | быс — 


1 A є (d) Điểm A thuộc đường tháng (d) hay đường | Hay viết nhầm là : 

tháng (d) chứa A. А с (d) 
A є (d) Điểm A ở ngoài đường tháng (d) hay | Hay viết nhầm là : 

đường tháng (d) không chứa A. А c (d) 

3 (d) c (a) Đường tháng (d) nằm trong mặt phẳng (o) | Hay viết nhầm là : 
hay (a) quay quanh (a) néu (a) luu dóng. (d) є (a) 

4 (d) // (о) Đường tháng (d) song song với mát phẳng | Cách viết khác : 
(a). (d) ^ (a) = © 


5 (d) ^ (а) = A Đường tháng (d) cát mặt phẳng (о) tai A. | Cách viết khác : 
(d) ^ (a) = {А} 
6 














(di) (dy) = А | Hai đường tháng (dj), (də) đồng quy tai A. | Cách viết khác : 
(di) ^ (d2) = {A} 


(di) // (də) Hai đường thẳng (dı), (d5) song song nhau | Hay viết nhầm 1А: 


хы 
(a) = (АВС) 
đường Ыёп AB, BC, 
AC. 


(a) = (A; d) Mặt phẳng (a) xác định bởi điểm А và | (A; d) : là mặt phẳng 
đường thẳng (d) không qua A. hình thức 


11 (a) = (dạ; d>) Mặt phẳng (a) xác định bởi hai đường |e dı, d; có thể song 
tháng а,, də. song hoàc dóng quy. 
e (dị; d;) là mặt 
phẳng hình thức. 














nếu chúng. (di) ^ (dạ) = Ø 
Hai mặt phẳng (a) và (B) trùng nhau khi | Cách viết khác : 
cùng chứa З điểm A, B, C phân biệt không | (a) = (fy) 





tháng hàng. 
Mặt phẳng (a) xác định bởi ba điểm A, B, 
C phân biệt và không thẳng hàng. 






(ABC) : là mặt phẳng 
hinh thức với ba 













Loại 1: TÌM GIAO TUYẾN СОА HAI МАТ PH Á NG 


L PHƯƠNG PHÁP, 
Cơ sở của phương pháp tìm giao tuyến của 
hai mặt phẳng (a) và (B) cán thực hiện 2 bước 
cơ bản : 

О B, : Tim hai điểm chung A, В của (a) và (f). 
О В, : Đường tháng AB là giao tuyến cán tìm 
hay AB = (a) ^ (B) Cycbt). 











IL PHƯƠNG PHÁP, 
C) Tương tu nhu phương pháp 1 khi chí tim ngay được 1 điểm chung 8. S 
П Lúc này ta có hai trường hợp : 
> Hai mặt phẳng (о), (f) thứ tự chứa hai đường 
tháng (dı), (də) mà (di) ^ (də) = I 
— SI là giao tuyến cán tim. 
> Hai mặt phẳng (a), (B) thứ tu chứa hai đường 
tháng (dı), (d2) mà (dạ) // (də). / aN 


Dung xSy song song với (dị) hay (d>) 
=> xSy là giao tuyến cán tìm. 





-~J 





Ш. CÁC BÀI TOÁN CƠ BÁN 

Bài 1 

Cho tứ giác lôi ABCD có các cạnh đối không song song và điểm S ở ngoài (ABCD). Tìm 
giao tuyến của : 

a/ (SAC) và (SBD). 









b/ (SAB) và (SDC); (SAD) và (SBC). 
Giải 
a/ Xét hai mặt phẳng (SAC) và (SBD), ta có : S 
e 51а điểm chung thứ nhất. (1) 
* Trong tứ giác lôi ABCD, hai đường chéo AC 
^ BD = O : điểm chung thứ nhi (2). 
Từ (1) và (2) suy ra : 
(SAC) ^ (SBD) = SO (ycbt) - 
b/ Xét hai mát pháng (SAB) và (SDC) cüng có : 
° 51а một điểm chung. 
e Hai cạnh bên AB và CD của tứ giác ABCD 
theo giả thiết không song song. 
=> AB ^ Ср = E: là điểm chung thứ hai. 
Do đó : (SAB) ^ (SDC) = SE (ycbt) 
Tương tự : (SAD) ^ (SBC) = SF (ycbt); với F = AD ^ BC; do AD BC. 
Bài 2 
Cho tứ diện ABCD. Gọi Gì, G; là trọng tâm hai tam giác BCD và ACD. Lấy theo thứ tự I 
J, K là trung điểm của BD, AD, CD.Tìm các giao tuyến : 
a/ (G,G;C) ^ (ADB) Ы (G1G;B) ^ (ACD) 
Huóng dán А 





A 
















c/ (ABK) ^ (CIJ). 









a/ (ССС) ^ (ABD) = IJ 
b/ (G¡G¿B) ^ (ACD) = GK hoặc AK 
c/ (ABK) ^ (СЫ) = GiG» 


“ 
.... 
.... ...... 
е ОЙ aa 
-. .. 
s. << 
* Ё 
act ье 


As... 






Cho hinh chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành tám O. 
a/ Tim giao tuyến của hai mặt phẳng (SAD) và (SBC). 
Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAB) và (SCD). 
Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (SBD). 
Giải 
a/ Xét hai mặt phẳng (SAD) và (SBC), ta có : 
• 51а điểm chung thứ nhất. 
° Để ý AD c (SAD); BC c (SBC) mà AD // BC. 
Ta dựng xSy // AD hoặc BC. 
(АР) = (xSy; AD) 
ВС) = (xSy; ВС) 
=> (SAD) ^ (SBC) = xSy (ycbt). 
b/ Tương tự, dựng uSv // AB hoặc CD 







=> (SAB) ^ (SCD) = uSv (ycbt) 
c/ Gọi O = AC ^ BD, tương tự bài 1 
= (SAC) ^ (SBD) = SO (ycbt). 
Bài 4 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang ABCD với AB là đáy lớn. Gọi M là một điểm 
bât kỳ trên SD và EF là đường trung bình của hình thang. 
a/ Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAB) và (SCD). 
b/ Tim giao tuyến của hai mặt phẳng (SAD) và (SBC). 
c/ Tim giao tuyến của hai mặt phẳng (MEF) và (MAB). 
Hướng dẫn 
Độc giả tự giải tương tự như các bài trên. 
Bài 5 
Cho hình chóp S.ABCD có ABCD là hình bình hành. Gọi G4, С» là trọng tâm các tam giác 
SAD; SBC. Tìm giao tuyến của các cặp mặt phẳng : 
a/ (SG:G;) và (ABCD) b/ (CDG4G;) và (SAB) 
Hướng dẫn 
Gọi 1, J, E, F thứ tự là trung điểm các đoạn thẳng AD, 
BC, SA, SB theo thứ tự đó. Thực hiện các lập luận như các 
bài toán trên : 


a/ (SG:G;) © (ABCD) = IJ (ycbt) 
b/ (CDG4G;) ^ (SAB) = EF (ycbt) 
c/ (ADG;) ^ (SBC) = xGsy (yebt) 

Trong đó xG;y // AD hoặc BC. 















c/ (ADG;) và (SBC). 








Loại 2 : TÌM GIAO ĐIỂM СОА ĐƯỜNG THÁNG УА МАТ PHÁNG 
L PHUONG PHÁP | 


Cơ sở của phương pháp tim giao điểm O của đường thẳng a | 
(a) và mát phẳng (a) là xét 2 hai khá năng xảy ra : 
О Trường hợp (a) chứa đường tháng (b) và (b) lại cát đường 
tháng (a) tai O. 
. Tim O = (a) ^ (b) | /9 


— O là điểm cần tim. 

C) Trường hợp (a) không chứa đường tháng nào cát (a). ND 
> Tìm (В) (a) và (a) ^ (В) = (d) s 
> Tim O = (a) ^ (d) 

= O là điểm cán tim. РЎИ: 

Z= 
IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 6 


Cho tứ điện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AC và BC. Lấy điểm K є BD sao 
cho KB > KD. Tim giao điểm của hai đường thẳng CD và AD với (MNK). 


















Giải 

• Để ý đến KB > KD = KN không song song CD 

Do đó trong (BCD) = KN ^ Ср = I. 

Mà KN c (MNK) = CD = (ММК) = I (ycbt) 
° Tuong tự xét IM c (ММК), trong (ADC) 

Tacó: ADaM =E 

=> AD ^ (ММК) = Е (ycbt) 

Bài 7 









Cho tứ điện ABCD. Lấy điểm M trên AC và hai điểm N và K thứ tự nằm trong các tam 
giác BCD và ACD. Dựng giao điểm của CD và AD với (MNK). 
Hướng dẫn 
Độc giả tự giải, xem hình bên. 
a/ CD ^ (ММК) = P (усы) 
b/ AD ^ (ММК) = Q (усы) 





Bài 8 






Cho hinh chóp tứ giác S.ABCD. Lấy trên SA, SB và BC ba điểm M, N, P theo thứ tự sao 
cho MP không thể cắt AB hay CD. Tìm giao điểm của SC và AC với (MNP). 

Giải 
• Thường thường do ycbt tìm giao điểm 


= NP rn SC = K 


mà NP c бача. = SC ^ (MNP) = К (ycbt) 


° Trong mp(SAC) 5 МК n AC = Н! 
mà МК с (MNP) | 


= AC ^ (MNP) = H (ycbt) 
Bài 9 













Cho một tam giác ABC và một điểm S ở ngoài mặt phẳng chứa tam giác. Trên SA và SB 
ta lấy hai điểm M, N và trong mặt phẳng (ABC) ta lấy một điểm O. Định rõ giao điểm của 
(MNO) với các đường thẳng AB, BC, AC và SC. 
Hướng dẫn 
Tương tự, độc giả tự giải (xem hình bên) 
AB ^ (MNO) = E (ycbt) 
BC ^ (MNO) = Е (усы) 
AC ^ (MNO) = G (ycbt) 
SC ^ (MNO) = H (ycbt) 
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Loại 3: CHÚNG MINH ВА ĐIỂM TRONG KHÔNG СЛАМ THẮNG HÀNG 
L PHƯƠNG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp cần phải chứng minh ba điểm В/ 
trong yêu cầu bài toán là điểm chung của 2 mặt phẳng nào 
đó (chẳng hạn A, B, C nằm trên giao tuyến (d) của hai mặt 


phẳng đó nên A, B, C thẳng hàng). 
Ở đây không loại trừ khả năng chứng minh được đường aN 


thắng AB qua C > A, B, C thẳng hàng. 









IL CÁC BÀI TOÁN CO BÁN 

Bài 10 

Xét ba điểm A, B, C không thuộc mặt phẳng (a). Gọi D, E, F lần lượt là giao điểm của AB, 

BC, CA và (a). Chứng minh D, E, F tháng hàng. 
| Giải E 

Dé ý thấy D, E, F vừa ở trong mp(ABC) vừa ở trong mpí(a). B \ 

S 






Do A, B, C e (a), nén (a) và (ABC) phân biệt nhau. 
= (a) ^ (АВС) = ^ (А chứa D, E, Е) 
= D, E, F tháng hàng trên A (dpcm). JS 


Bài 11 


Hai tam giác ABC, A'B'C' không đông phẳng có AB ^ AB' = I, AC ^ AC' = J, BC ^ B'C' = K. 
Chüng minh I, J, K tháng hàng. 






Giải 
Để ý I, J, К lần lượt ở trên hai mặt phẳng phán bi 
(P) = (ABC) và (Q) = (ABC). 
Nên nó là điểm chung của hai mặt phẳng đó 
= LJ, К e (A) = (АВС) ¬(ABC) 
= LJ, K tháng hàng (dpcm). 


Bài 12 
Cho A, В là hai điểm ở hai phía khác nhau đối với mặt phẳng а và AB cát a tại O. Dung 


hai đường tháng x'Ax, y'By song song nhau theo thứ tu cát œ tai M và N. Chứng minh M, N, 
O tháng hàng. 


Huóng dán A y 
. [M,O,Ne(à) No NI 
= M, N, O tháng hàng trên (ë) Za), 
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Loại 4 : CHÚNG MINH MỘT ĐƯỜNG THẮNG TRONG KHÔNG GIAN 
QUÁ MỘT ĐIẾM CỐ ĐỊNH 
L PHƯƠNG PHÁP, 


Cơ sở của phương pháp chứng minh đường thẳng (d) 
qua một điểm cố định : 

Ta cần tìm trên (đ) hai điểm tùy ý A; B và chứng minh 
2 điểm đó thắng hàng với một điểm I cố định có sẵn trong 
không gian. 









= (d) qua I cố định (đpem). 







IL. PHƯƠNG PHÁP, 


Cơ sở của phương pháp cần thực hiện ba bước cơ bản : 

O B, : Tìm đường tháng a cố định ở ngoài mặt phẳng có 
dinh (a) mà (a) chứa d (lưu động). 

O B;: Tìm giao diêm 1 =а ^а 

















I 
e < * . (cố định) 
= l là điểm cố định mà d đi qua 







Ш. CÁC BÀI TOÁN CƠ BÁN 
Bài 13 
Cho A, B là hai điểm cố định trong không gian ở về hai phía khác nhau của mặt phẳng cố 
dinh a. Xét điểm M lưu động trong không gian sao cho MA ^na = I và MB ља = J. Chứng 
minh đường thẳng IJ luôn đi qua một điểm có dinh. 
Giải 

Gọi O = AB ^ (a) = O cố định (vi A, B cố định và 
ở 2 phía của (a)) 

Ta có : тр(В) = (MA; MB) ^ (a) = IJ 

Để ý thấy : O e IJ > O, І, J tháng hàng. 

Nghĩa là đường tháng IJ đi qua O có định (dpcm) 
Bài 14 

Cho hinh thang ABCD (AB // CD và AB » CD). Xét diém S e (ABCD) và mát pháng a luu 










động quanh AC với a ^ SB = M, a ^ SD = N. Chứng minh đường tháng MN luôn luôn di qua 
mót diém có dinh. 





Huóng dán 

Dễ thấy được ngay MN c (SBD) và 

AC c (SAC) và MN ^ AC = O thì O є 
BD - (SBD) ^ (SAC) 


= MN qua O cố dinh (đpem). 
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Bài 15 
Cho hai đường thẳng đồng quy Ox, Oy và hai điểm A, B không nằm trong mặt phẳng 
(xOy). Một mặt phẳng lưu động (a) qua AB luôn luôn cát Ox, Oy tai M, N. Chứng tỏ MN qua 
một điểm cố định. 














Giải 
Để ý thấy khi (a) quay quanh AB cố định nhưng vẫn сб: 
(a)  [(Ox; Oy) = (B)] = A (qua M, N) 
АВ cố định 


Nhưng 4, .., 
В có dinh 


— AB FC (B) = I € A 

O cc 

Nghĩa là đường tháng MN = A lưu động nhung 
vẫn qua I có dinh. (dpcm) 


Loại 5: CHÚNG MINH ВА ĐƯỜNG THẲNG TRONG KHÔNG GIAN ĐỒNG QUY 
L PHƯƠNG PHÁP, 

Cơ sở của phương pháp là ta cần chứng minh đường thứ nhất 
qua giao điểm của 2 đường còn lại bằng 2 bước cơ bản : 
ñ B,: Tìm (di) ^ (dạ) = О 

П В, : Chứng minh (d) qua O. 

=> (dị), (də), (d3) đồng quy tại O (đpem) 

























Cơ sở của phương pháp là ta cần chứng minh chúng 
đôi một cắt nhau và đôi một ở trong 3 mặt phẳng phân 
biệt qua 2 bước cơ bản : 

(4; dạc a; dị dg. T, 


. | ` ` $ = 
CO В, : Xác định |» da CB da ca =1 
4з, а, GJ; da ^ d, = lạ 


а, B, y phân biệt 
O B, : Kết luận (d;); (d2); (dạ) đồng quy tai О = I, = lạ = lạ 


III. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 16 
'Cho tứ điện ABCD. Gọi E, F, G là ba điểm trên ba cạnh AB, AC, BD sao cho EF ^ BC = I, 
EG ^ AD = J (với I # C và J # D). Chứng minh CD, IG và JF đồng quy. 
Giài 
Xét ba đường thẳng CD; IG và JF, ta thấy : 
(CD, IG c (BDC) và CD r IG z 2 


1С, JF c (EFG) và 16 JF z 2 
JF, CD c (ACD) và JF 5 CD + 2 


Và ba mặt phẳng (BCD), (EFG), (ACD) luôn phân biệt 
(vì I £C và JD) = CD, IG, JF đồng quy tai O (dpcm). 
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© Cách khác 
Độc giả chứng minh rằng JF qua O = IG ^ CD > CD; IG và JF đồng quy. 

Bài 17 

Cho hai tam giác ABC, A'B'C' sao cho AB cắt A'B' ở E, AC cắt A'C' ở F; BC cát BC' ở G. 

a/ Chứng minh ba điểm E, F, G thẳng hàng. 

Chứng minh đường tháng AA', BB', CC' đồng quy. 






Giải 
a/ Để ý thấy E, F, G là ba điểm chung của hai mặt phẳng phân biệt 
(a) = (ABC) và (f) = (ABC). 
Do đó : E, F, G e (A) = (a) ^ (В). 
Vậy E, F, G tháng hàng (dpcm). 
b/ Nhán xét nhu sau : 
ГАА’, BB' с (ЕАА”; AA'¬ ВВ z Ø 
| BB, CƠ c (GBB); BB'^ CC + Ø 
CC, AA’ c (ЕСС); CC’ ^ AA' z Ø 





= АА’, ВВ’, CC' đồng quy tai О (dpcm). 


Chuyën dë 2 : QURN HË SONG SONG 


Loại 1 : CHÚNG MINH HAI ĐƯỜNG THÅNG SONG SONG 


L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp cần thực hiện hai bước cơ bản cho định nghĩa a // b 


[a,b c (a) 
lan b- 9 










ñ B, : Kiểm tra hai đường thẳng ở cùng trong một mặt 

phẳng hay hiểu ngầm rằng hiển nhiên diéu đó xåy ra  /œ 

nếu chúng trong 1 hình phẳng nào đó. (1) 
O Bə: Dùng định lý Thalès, tam giác đồng dạng, tính chất bắc саи (tính chất cùng song 
song với đường thứ ba) là hai cạnh của hình thang, hay hai cạnh đối của hình bình hành, 
... để khẳng định hai đường thẳng đó không có điểm chung. (2) 
Từ (1) và (2) > (ycbt) 


IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 18 

Cho hình chóp S.ABCD có Gì, G2, Сз, G; lần lượt là trong tâm các tam giác SAB, SBC, 
SCD, SDA. Chứng minh tứ giác G4G;G4G, là hinh bình hành. 
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(SG, SG, 2 
; p ` LSE- #3 

Theo tính chất t x : 
eo tính chât trọng tâm, ta có SG, SG, 2 
ИНЕК 3 


Định lý Thalès và tính chất đường trung binh 


GịG¿/ - EF ;EF/ = 1 AC 
= $ : 2 => G4G; // = GG, 
G4G, // = НК; HE// = ~ AC 
| 3 2 
= G1G;G3G, là hinh bình hành (dpcm). 
Bài 19 
Cho điểm Š ở ngoài mặt phẳng hình bình hành ABCD. Xét mặt phẳng œ qua AD cắt SB 
và SC lần lượt ở M và N. Chứng minh AMND là hình thang. 











Giải S 
Dé ý thấy hai mặt phẳng (o) và (B) có 2 điểm M và N là điểm chung. 
(о) > Ар 
= MN = (а) ^ (SBC) та ¿(SBO) > BC 
'AD/BC 


và theo cách dựng MN // AD (hoặc BC) 

=> ADNM là hình thang đáy lớn AD. (pem) 
Bài 20 

Cho tứ điện ABCD. Gọi М, N lần lượt là trung điểm của BC và BD. Gọi P là điểm tùy ý 
trên canh AB sao cho P # A và P# B. Xét I = PD ^ AN và J = PC ^ AM. 


Chứng minh rằng : 1.) // CD. 





Giải А 
Xét hai mặt phẳng (AMN) уа (PCD) có hai điểm chung là I và J. 
= IJ = (AMN) ^ (PCD) 
'CD c (PCD) 
Nhưng ¿MN c (AMN) 
và MN // CD 


= IJ // MN hoặc CD (đpem). 


Loại 2 : CHUNG MINH ĐƯỜNG THẮNG SONG SONG УОТ МАТ PHÁ NG 
L PHUONG PHÁP, 





Cơ sở của phương pháp một là sử dung dinh lý phương giao tuyến song song. 

Dé chứng minh d // a ta cán thực hiện hai bước со bản chứng minh : d 
уча = а 

O В, : Chứng minh а = y o В mà (Вла =b. 


(a // b 








O В»: Kết luận từ trên d // a. 


15 


II. PHƯƠNG PHÁP, 


Cơ sở của phương pháp là sử dung điều kiện cán và đủ 

chứng minh đường thẳng (d) song song với mặt phẳng (ơ) 

bằng hai bước : 

CJ B, : Quan sát và quản lý giả thiết tìm đường tháng uu 
việt (A) c (a) và chứng minh (d) // (A). 

C) В»: Kết luận (d) // (a) theo điều kiện cán và đủ. 


III. CÁC BÀI TOÁN CO BÁN 
Bài 21 | 

. Trong tứ diện ABCD, chứng minh rằng đoạn nối hai trong tâm G\, G; của hai A ABC và 
AABD thì song song với (ACD). 













Giải 
Gọi A, A; là trung điểm BC và BD theo thứ tự đó, ta сб: 
AG; AG, 2 ! 
AA, AA. 59 
Theo định lý Thalès, ta сб: 
(GG; ЛАА) 
mà A,A; CD (tính chất đường trung bình) 
Theo tính bắc cầu => QG4G,/ CDc(ACD) = G¡G; /(ACD) (đpem) 
Bài 22 
Cho hình chóp S.ABCD đáy là hình bình hành ABCD. Gọi M, N là trung điểm SA và SB. 





Chứng minh : MN // (SCD) và AB // (MNCD). 
Giải S 








Theo tính chất đường trung bình trong tam giác 
— MN // AB, mà AB // CD 
— MN // CD c (SCD) 
Theo điều kiện cần và đủ => MN // (SCD) (усы). 
© Cách khác 
Dé ý MN = (MNCD) ^ (SAB) và trong hai mặt phẳng đó 


fh 


chứa theo thứ tự các đoạn tháng CD // AB D 
= MN // AB và CD = MN // (SCD) 5 CD (ycbt) 
Tương tu: AB/ MN c(CDMN) > AB //(CDMN) (đpem). 
Bài 23 
Xét hai hinh binh hành ABCD và ABEF không đồng phẳng. Gọi M, N là hai điểm thỏa 


AM 3 AC và BN -2 ВЕ. Chứng minh rằng MN // (DEF). 





Giải 
Để ý thấy M, N là trong tâm của hai tam giác ABD và 
ABE theo thứ tự đó. 
Kéo dài thì DM ^ EN = P : là trung điểm AB. 
PM PN 1 
PD PE 3 
Theo dinh lý Thalès 
=> MN // ED c (EFDC) = (DEF) (đpem) 
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Bài 24 
Hình chóp S.ABCD có đáy là hinh binh hành ABCD, tâm О. Gọi M, N lần lượt là trung 
điểm SA, SB và xét hệ thức vecta : З SI- 2SM= 3 SJ - 2 SN = 0. Chúng minh ràng : 

a/ IJ // (SCD) b/ SC // (MNO). 









Hướng dẫn 
[LJ / MN, MN // АВ; AB // CD > MN // CD 
\Ср = (SCD) 
=> IJ // (CSD) (dpcm) 
p АМ ^9 .sc// MO C (OMN) 
AS AC 


=> SC // (OMN) (dpcm) 
Bài 25 
Cho Ax, By là hai nửa đường tháng chéo nhau. Trên Ax lấy điểm M, trên By lấy điểm N 
sao cho AM = BN. Chứng minh rằng đường thẳng chứa đoạn MN luôn luôn song song với mặt 
phẳng cố định. 





Qua A dựng Ах’ / By; qua N dung NN' / BA; với N' e Ах. Lúc đó tứ giác AN'NB là hình 
bình hành nón: AN = BN = AM = AN: 


Để ý AAMN' cán ở A nên tia phân giác ngoài At của MAN' sẽ song song với MN' và tia At 
này cố định hay AB và At xác định mặt phẳng cố định (P). 
'MN'/At 


Ta có : 
a c9 = 1NN'// AB 


=> (MNN)//(P) 


Vậy : MN // (P) tức là MN luôn luôn song song với mặt phẳng cố dinh (pem). 
Loại 3 : HAI МАТ PHÅNG SONG SONG 


Dạng 1 : CHỨNG MINH HAI MẶT PHẲNG S0NG S0NG 


L PHƯƠNG PHÁP 

Cơ sở của phương pháp chứng minh hai mặt 

phẳng а và B song song nhau ta cán thực hiện hai 

bước cơ bản trong khi sử dụng điều kiện cần và đủ 

như sau : Ja) 

O B, : Chứng minh "mặt phẳng (a) chứa hai đường 
thẳng a, b đồng quy thứ tự song song với hai 
đường tháng a', b' đồng quy trong mặt phẳng f". ó 


C) B; : Kết luận (a) // (B) theo điều kiện cán và đủ. 


THƯ VIÊN TÍNH BÌNH THUẬN 
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IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 26 





Trên ba tia cùng chiều, song song và không đồng phẳng Ax, By, Cz lần lượt lấy các điểm 
A', В’, C' sao cho : AA' = BB' = CC' có độ dài khác không. Chứng minh (ABC) // (A'B'C ). 


Giải 





. |AA'=BB > AB/ABc (ABC 
Để ý : ‹ — s ex (1) 


LAA' = CƠ > A'C'/ AC с (ABC) 
Nên ta có hai đường thẳng đồng quy AB, А'С' 
trong mp(A'B'C) thỏa điều kiện (1). 
= (A'B'C') / (ABC) (dpcm) 
Bài 27 
Cho hinh binh hành ABCD. Tü A và C kë Ax cà Cy song song cüng chiëu và khóng nàm 
trong màt phàng (ABCD). Chúng minh (B; Ax) // (D; Cy). 
Giải 
Tương tự xét hai mặt phẳng (B; Ax) và 
(D; Cy), thứ tự chứa các cặp đường thẳng 
đồng quy. 
JAB/ CD 
|, Ax // Cy 


= (B; Ax) // (D; Cy) (dpcm) 
Bài 28 


Cho hai hinh binh hành ABCD và ABEF ở trong hai mặt phẳng khác nhau. Chứng minh 
(ADF) // (ВСЕ). | 


Giài 
Hai mặt phẳng (ADF) và (BCE) thứ tự chứa các cặp đường 
thắng đồng quy. 
'AF//BE 
|AD// BC 














D 






(ADF) // (ВСЕ) (đpem) 


L PHUONG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp chứng minh các đường tháng dı, dz, з... đồng phẳng là cán phải 
thực hiện hai bước cơ bản : 


О B, : Chứng minh dị, dz, d;,... đôi một cát nhau và cùng song song với một mặt phẳng (B) 
nào đó. 







Ja) 


18 





ñ B; : Kết luận di, də, đa, . € (09 N (В) = di, đạ, аз, seo đồng phẳng trong (œ); mà (a) phải 
chứa các giao điểm của di, d>, da, .... 


IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 29 








Cho tứ diện ABCD có AB = AC = AD. Chứng minh rằng ba đường phân giác ngoài các góc 
ВАС, CAD, DAB cùng nằm trong một mặt phẳng. 






Giải 
Gọi Atı, At; At; là ba đường phân giác A tị 
ngoài của góc : БАС, CAD, DAB theo thứ tự đó. 
Do các tam giác cân tại đỉnh A nên các 
phân giác ngoài song song với cạnh đáy, nên : 
(At, BC c (BCD) B C 
| At; // CD c (BCD) " 
.Ata // BD с (BCD) 
= At;, Аё, Аёз // (BCD) 
= Atı, Atz, At; đồng phẳng (trong (p) // (BCD) và (B) qua A) (đpem). 
Bài 30 





Cho hình chóp đáy là luc giác đều. Chứng minh rằng giao tuyến của mặt bên đối nhau thi _ 
đồng phẳng. | 
Giải 
Để ý thấy : 
(SAB) ^ (SED) = t, // AB, ED 


(SBC) ^ (SEP) = t, // BC, EF 
(SCD) ^ (SFA) - t4 // CD, FA 
= tị, tạ, {з // (ABCDEF) 


Vậy tị, tạ, tạ đồng phẳng trong (a) // (ABCDEF) 
và (a) qua S. (dpcm) 


Bài 31 













Trên bón tia phân biệt Ax, By, Cz và Dt song song cùng chiêu, lấy các điểm А’, В’, C', D' 
sao cho AA' = BB' = CC' = DD', Chứng minh rằng A'B, B'C', СО, D'A, AC, BD cüng song 
song vói mát pháng ABCD. 

Hướng dán 
Dóc giá tu giái tuang tu hai bài toán trén. 
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ĐỊNH LÝ THALÈS TRONG KHÔNG GIAN 


Dinh lý; (thuận) : Hai đường thẳng tùy ý dị, d; trong 
không gian chắn trên các mặt phẳng song song nhau (a) 
// (ff // (y) tạo ra các đoạn tháng tương ứng tỷ lệ : 


Ads - B.R; Ah 
Định lý; (đảo) : 
Trước khi xét định lý đảo, ta quan tâm đến hai khái 
niệm sau khi xét đến các dãy tỷ số, chẳng hạn : 
АА; _ BıB2 (+) 
АзАз B2B3 

• (Aj Bj) là cặp gốc của dãy tỷ số (*). 
e (A; Bj) và (Аз; Вз) là các cáp ngọn của дау tỷ số (*). 
e _ Đoạn nối cặp gốc và các cặp ngọn là (đoạn) bậc thang của dày tỷ số (*). 
AA _ ВВ; (*) đã xảy ra trên hai đường 
А;Аз ВВ; 
thẳng (dj), (də) thì các bậc thang А,В, АВ», A;B; cùng song song обі một mặt phẳng cố 
định. (də) 
Ghi chú : Ta có phát biểu khác của định lý (gốc) Aı 4 
Thalès đảo như sau : 
Với điều kiên có dãy tỷ số (*) đã xảy ra trên hai 
đường thẳng (dj, (ds) thì một trong 3 bậc (пвп dưới) Аз; | Bs (ngọn dưới) 
thang А,В,, АВ, A;B; sẽ song song обі một 
mặt phẳng chứa hai bậc thang còn lại. 

А,В, // (a) = (A.B; ; АзВз) 

| А,В, // (В) = (A4B4 ; A1B4) C) 

| AB // (ү) = (A;B; ; АВ) 


Dinh ly : Néu có dày ty só trong khóng gian : 


t В, (gốc) 


(ngọn trên) A» ç | B; (ngon trên) 


(mát pháng có dinh) 





Dang 3 : CHÚNG MINH ĐƯỜNG THÁNG SONG SONG МАТ PHÁNG 
BẰNG ĐỊNH LY THALÈS 
L PHƯƠNG PHÁP, 
Cơ sở của phương pháp chứng minh đường thẳng song song với mặt phẳng bằng cách sử 
dụng định lý Thalès đảo trong không gian gồm hai bước cơ bản sau đây : 


C) B, : Xác định trên hai đường thẳng tùy ý chẳng hạn (d;), (dạ) để tìm trên đó dãy tỷ số : 


A1AÀ» m B B; (*) 
AlAs BịBạ 











Xác định cáp (A; B4) là cáp gốc, các cặp (Ay; B2) và (As. Вз) là hai cáp ngọn. 


O В»: Lúc đó các đoạn bác thang A;B;, A;B;, АзВз được kết luận cùng song song với mát 
phẳng (P) (xem >). 
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II. PHƯƠNG PHÁP, 


Ta chứng minh đường tháng (d) nằm trong mặt phẳng (a) // (В) = (d) // (B). 


UL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 32 

Cho tứ điện ABCD có AB = CD. Gọi M và N là hai điểm lưu động trên AB và CD sao cho 
AM = CN. Chứng minh MN luôn song somg với mặt phẳng cố định. 






Giải 
Nếu đặt AB = CD = a; AM = CN = x. Để ý thấy trên AB và CD ta có dãy tỷ số : 
AM CN x (A; C) là cáp góc 
AB CD a (M; N) và (B; D) là hai cáp ngon tuong üng. 


Áp dung dinh lý Thalès đảo trong không gian thi ba bậc 
thang AC, MN và BD cùng song song với một mặt phẳng (a) 


(lác này (a) chua có dinh vi dày ty só = chua là hàng só). 
Ta dung (a) nhu sau : gọi E, F, G là trung điểm các cạnh AB, 


DC, CB theo thứ tự đó thì (œ) = (EFG) và (œ) thỏa yêu câu là 
mặt phẳng cố định và cùng song song với AC, BD và MN. 


Vậy MN // (EFG) = (a) có định (đpem) 
Bài 33 
Cho hai hình binh hành ABCD và ABEF không đồng phẳng; trên các đương chéo AC và 


BF lần lượt lấy các điểm tùy ý M, N sao cho A а ux Chứng minh rằng ta luôn có : MN // 








(DEF). 
Giải 
ct utor ЖАМК "ИНЕ 

Từ giả thiết = - (*) 

Áp dụng định lý Thalès đảo cho các đoạn bậc 
thang : AB, MN, CF. 

— MN // (CDF); vi AB // CD c (CDF) 

=> MN // (DEF) = (CDF) (đpem) 
Bài 34 
Cho hinh vuông ABCD và ABEF ở trong hai mặt phẳng khác nhau. Trên các đường chéo 
AC và BF, ta lần lượt lấy các điểm M, N sao cho AM = BN. Chứng minh rằng MN // (CEF). 









Giải 
Do hai hình vuông ABCD, ABEF bằng cạnh nên 
bằng nhau — AC = BF. 
Giá thiết D 
AC BF 





Áp dung dinh lý Thalès cho các đoạn bác thang : 
AB, MN, CF vói dé $ EF c (CEF); AB // EF c (CEF) 
= MN // (СЕЕ) (арст) 
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Bài 35 
Trên hai tia Ax và By chéo nhau, ta lần lượt lấy hai điểm M và N sao cho AM = k.BN (k > 
0 cho trước). Chứng minh rằng MN luôn luôn song song với một mặt phẳng cố định. 


Hướng dẫn 
By lấy điểm N, định bởi : BN, = 1 
Ax lấy điểm M, định bởi : AM, = k (vi k > 0, cho trước) 
Hiển nhiên là hai điểm M, và N, cố định. 
Theo giả thiết và từ cách dựng trên hình ta có : 
AM, _ AM k => AM, BN; 


BN, BN AM BN 

Nên theo dinh lý đảo của định lý Thalés MN 
luôn luôn song song với mặt phẳng cố dinh (В) = 
(A; Bd) chứa AB và đường thẳng d qua B song 
song với N:M:. (dpcm) 

Bài 36 

Cho hai đường tháng chéo nhau d, và dz. M là một điểm chuyển động trên d, và N là một 

điểm chuyển động trên də. Tìm quỹ tích trung điểm I của đoạn MN. 
Hướng dẫn 

Gọi AB là đoạn vuông góc chung của d, và d; (A є ,, B 
є dọ); О là trung điểm của AB. 

Ta có : là, JM = 
OB IN 

Theo định lý Thalès đảo thì OI nằm trong mặt phẳng 
(P) qua O song song với d; và ds, tức là mặt phẳng xác 
định bởi hai đường thẳng d'; và d' qua О lân lượt song /P\ 
song với d, và а». 

Giới hạn : M và N chạy trên dị và d; không có ràng 
buộc nên I chạy tùy ý trên (P). 

° Đảo : Lấy một điểm I є (P). Qua I ta dựng đường tháng song 
song với d';, đường tháng này cắt dì) tai E. Lấy điểm M' є d', 
đối xứng với O qua E. 

M'I cắt а, ở N'. Định lý đường trung binh cho thấy I là 
trung điểm của M'N'. Từ M' và № dựng các đường thẳng song 
song với AB. Chúng lần lượt cát d, ở M và d, ở N. 

Hai tứ giác OM'MA và ON'NB đều là những hình chữ nhật : 

D // N'N 






Truóc hét: | 



















MMSNN ^ MN'NM' là một hinh binh hành do đó I là trung điểm của MN 


Vậy quỹ tích trung điểm I của đoạn MN là mặt phẳng (Р) di qua O song song với d, và d. 
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Chuyên đề 3 : PHƯƠNG PHÁP TIÊN ĐỀ 


Ta đã thấy được khi giải toán hình học trong không gian từ hai chuyên đề trước một cách 
chưa tường minh lắm việc sử dung hai tiên dé 5 và tiên dé 6 thế nào ? 

Đến đây, để khác phục việc đó. Chúng tôi đưa vào một chuyên đề PHƯƠNG PHÁP TIÊN ĐỀ 
với một mong muốn là độc giả sẽ thực sự thấy được một cách chính xác hơn, tường minh hơn : 
sự cần thiết của tiên đề ð và tiên đề 6. Hiển nhiên việc giới thiệu rộng rãi như thế đòi hỏi 
độc giả cần chuẩn bị một ít kiến thức về sự vuông góc và những khái niệm về các hình khối. 

Sau những suy nghĩ và trăn trở trong suốt quá dạy học và viết sách chúng tôi hy vọng 
được độc giả đồng cảm với việc đặt chuyên dë 3 ở vị trí này trong quyển sách chỉ một cách 
ước lệ cũng là đủ. 


L PHƯƠNG PHÁP ! 
Cơ sở của phương pháp là sử dụng sự cần thiết của hai tiên аё 5 và tiên đề 6 để xây dựng 
và chứng minh một số bài toán cơ bản trong không gian khi hình thành nên các vật thể (hiển 
nhiên 4 tiên đề ở trước đã được ngầm hiểu là luôn luôn được sử dụng). 
IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 37 

Cho a, b, c là ba đường thẳng không cùng nằm trong một mặt phẳng và đôi một cắt nhau. 
Chứng minh rằng : a, b, c đồng quy. 









Giải 
Thật vậy : giả sử a, b, c không đồng quy, thì các giao điểm của chúng lập thành ba điểm 
không thẳng hàng và ba đường thẳng cùng nằm trong một mặt phẳng. Trái với giả thiết. 
Theo phép chứng minh phản chứng ycbt được chứng minh xong. 
Bài 38 
Cho 3 tia Ox, Oy, Oz đôi một vuông góc. 






a/ Chứng minh rằng ba tia đó không cùng nằm trong một mặt phẳng. 
Ь/ Lấy trên ba tia Ox, Оу, Oz lần lượt các điểm A, B, C (khác gốc O). Chứng minh ràng : 
(AB + BC + СА)? < 6(OA” + ОВ? + ОС?) 
c/ Ký hiệu a, B, y là ba góc tam giác ABC, а, b, c là độ dài OA, OB, OC. Tính cosa, cosp, cosy 
và chứng tỏ rằng a, p, y nhọn. 
| Giải 
a/ Thật vậy : giả sử ba tia cùng thuộc một mặt 
phẳng, vì Ox và Oy cùng vuông góc với Oz, nên Ox và 
Oy cùng nằm trên một đường thẳng. Điều đó trái với 
giả thiết. 
Do đó ycbt được chứng minh bằng phép chứng 
minh phản chứng. 
b/ Áp dung bất đẳng thức Bunhiacovky, ta có : 
(AB «BC +СА)* < 3(ABZ + BC” + СА?) = З(ОА? + ОВ?+ ОВ? + OC? + ОС? +OA”) 
¿> (AB + ВС + СА)? < 6(OA” + OB? + OC?) 
c/ Áp dung định lý hàm cos cho AABC, ta có : 
ВС? = АС? + AB - 2AC.AB.cosa 
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2 „2 2 $29. 2252-2 
^ wt (a^ + c^) + (a^ + b^) - (b £e). 


2 Ja? + b2 sa? + с? 


<> a nhọn (dpcm) 


2 
LAIT „2:52: > 0 
Ja? + b? Na? ре? 


Tương tu ta có : cosß = » 0; cosy = 


b? c? 
Do đó : В, y cũng nhọn (đpem) 
Bài 39 
Cho trong không gian ba tia Ox, Oy, Oz đôi một tạo với nhau một góc 120". Chứng minh 
rằng ba tia Ox, Oy, Oz phải đồng phẳng. 






Giải 
Giả sử Ox, Oy, Oz không đồng phẳng và ta chọn sẵn trên Ox; Oy các điểm A, B theo thứ 
tự đó sao cho : OA = OB = 1 (dvcd) 
Đồng thời trên tia đối Oz' của tia Oz, ta chọn điểm C sao cho OC 1 AC. Lúc đó AABC cho ta: 


В 


AC = OAsin602 — АС = "ET 
loc = ОА соѕ60° — OC -> 
L 


Định lý hàm cosin trong A BOC cho ta : 
BC” = OB? + OC? - 2OB.OCcos60° 
< BC” = 1 + 1 sigg Li = 3 
4 2 2 4 


e pc = УЗ 





Do đó: AC = BC = 8 (1) 


Tương tt: АВ? = ОА? + ОВ? - 2OA.OBcos1202 = 1 + 1 - 2.1.1(- ; у= 8 


< AB = уз (2) 
Từ (1) và (2) ta được : СА + CB = AB = C є AB @ Ox, Oy; Oz đồng phẳng (vô lý với điều 
giả sử ban đầu) 
Vậy Ox, Oy, Oz phải đồng phẳng. (dpcm) 
Bài 40 
Cho ba tia Ox, Oy, Oz sao cho хОу = xOz = 45° và $Oz = 90°. Chứng minh rằng ba tia đó 
| cùng thuộc một mặt phẳng. 





Hướng dẫn 
Giả sử Ox, Oy, Oz không đồng phẳng và chọn trên đó theo thứ 
tự các điểm A, B, C sao cho ОА = a; ОВ = ОС =ax2. 


Do giả sử — A e (OBC) 
Su dung dinh ly hàm cosin 


— AB = AC = Joc? + OA? — 20C.0A.cos 45? 


=> АВ = AC = (282 + а? “pa a a 32 = ас 


Mà : ВС = а 2.4/2 = 2a 
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= AB + AC = BC © A, B, C tháng hàng (do đó điều giả sử là vô lý) 
Vậy Ox, Oy, Oz đồng phẳng (đpem) 
Bài 41 
Cho ba tia Ox, Oy, Oz thỏa điều kiện Оў = 60°, #02 = 90° và ZOx = 120°. 
И Chứng minh rằng ba tia Ox, Oy, Oz không cùng nằm trong một mặt phẳng. 
| 2/ Lấy ba điểm A є Ox, B є Oy, C є Oz sao cho OA = OB = ОС = a. Chứng minh rằng AABC 
vuông và tìm quy tích tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác khi a thay sẻ 


3/ Lấy 3 điểm A, B, C như câu 2, nhưng lại thỏa thêm điều kiện ox p =1. Chứng 


[1 
g OC 
minh ràng màt phàng (ABC) khi luu dóng luón luón di qua mót diém có dinh. 


Giải 





(h.1) h.2 
l/ Giả sử Ox; Oy; Oz đồng phẳng trong mp(ơ) nào A hs hai khả nàng : 
Tia Oy hoặc nằm trong miền góc €Oz (xem h.1) hoặc mièn ngoài góc XOz (xem h.2) thi 
Oy = 30° 60° (h.2) hoặc «Оў = 150° z 60? (h.1) (vô lý với giả thiết £Öy = 60) 
Vậy ba tia Ox; Oy; Oz không đồng phẳng (dpcm). 
2/ Định lý hàm cosin cho ta : 


e АВ = VOA? + OB? - 2OAOB cos 60? 


= АВ = а? +a 2 аа. =a 


e АС = VOA? + ОС? - 20АОС cos 120? 





= AC = 

e Mà BC = a V2 
[AB2; E T. s 

Do đó: | BC” = a” + (ay2)” = За АС? = АВ? + BC? => AABC vuông ở B (đpcm) 
(AC? = (av3)? = За? 


Gọi (d) là trục tròn ngoại tiếp AABC và I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đó, ta có : 
OA = OB = ОС > O e (d) 
AABC vuông tai B thì : IA = ІВ = IC > I є (d) và I là trung điểm AC > OI c (d) 
Quy tích của I là tia Ot là trục của (ABO). | 
3/ Trong AOAC, với D là chân đường phân giác trong OD, ta сб: 











(хо 
2 cos | -— | | 
il s кее тна Я (1) 
OA OC OD OA OC OD 
Tương tu ABOD, với F là chân đường phân giác trong OE, ta có : 
/ BOD ) 
2 cos! | 2 cos = 
HS 6S. la шу +; (2) 
OD OB OE OB OE OD 
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Lúc đó, (1) + (2) cho ta giả thiết : 





cos ВОР 
: \ 2 1 (вор 
1 1 1 1 О 
Од 08 0C. "op ok op ^? ай GT | Ка 


Hai tia ОА; ОС cố định trong không gian nên tia phân giác ОР cũng cố định. 
Hai tia OB; OD cố định trong không gian nên tia phân giác OE cố định, mà ở (3) đã có 





/ OD 
OE - 2cos | - j = const cho ta điểm E cố định trong không gian. 
\ 


š 1 1 1 ` А 
Vậy khi А, В, С lưu động sao cho [Tes еа 1 thi mát pháng (ABC) luu dóng theo 
nhung luón qua E có dinh 

Bài 42 
Cho hinh chóp S.ABCD có dáy là hinh binh hành ABCD. Trén các canh SA, SB, SC láy 


tương ứng các điểm A;, Bị, C, sao cho Эа + ac - k (k » 0, k cho sán). Chüng minh ráng khi 
1 1 


Ау, Bị, С, thay đổi thì тр(А,В,С;) cát SO tai 1 điểm có định (với 
| Giái 
Goi AM là trung tuyén cüa AABC tüy y cón 
B', C tùy ý thứ tu trên AB và AC. (h.2) 
Khi AM ^ BC' = M, ta có ngay hệ thức : 
ES T = M (*) (Độc giả tự chứng minh) 
Do đó, nếu gọi SO ^ AC, = О’, thì ta có : 

















O = AC ^ BD). 





(*) 

` 8A 78€ .280 0) (nn 
SA, SC, SƠ 

Nên. A150 k (2) 
SA, SC, 





258 k < B em (k » 0, cho sán) 
SO' SO k 


«»  O cố dinh (ycbt). 
Bài 43 
Cho hình chóp đều có cạnh bên và cạnh đáy đều bằng a. Tìm điểm M e SA sao cho diện 
tích AMBD nhỏ nhất, hãy chỉ ra giá trị nhỏ nhất đó. 
Giải : 






Gọi S là điện tích AMBD > S= ; BD.MO = E 2.MO (1) 


=> minS xảy ra €» minMO xảy ra 
Nhung minMO = d[O; SA] = OH 
Vi tứ điện đều nén AC ^ BD = O thi SO là đường cao. 
— ASOA vuóng tai O (2) 
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ОА - 22 
Trong đó: | - - 
50 = SA? - ОА? - F E - E = s= 
t 


(2 

` ASOA vuông cân tại O 
2 ! 

E 4 xáy ra khi H là trung diém SA. (ycbt) 











(1) š 1 a 
=> minS = —.a J2 .—= 
2 42 2 





Bài 44 
Trong mặt phẳng (P) cho hình vuông ABCD, trên đường tháng (d) không nằm trong (P) 

qua A lấy điểm S. Tìm vi trí của S để X = (SA? + SB? + SC? + SD?) đạt giá trị nhỏ nhất. 

Giải 


Áp dụng định lý đường trung tuyến trong các tam giác ASAC và ASBD, ta có : 






2 
Is? + SC? = 280? SML (1) 
{ 
2 
вв? + SD? - 280? + m (2) 
„ (11+) 2 AC? BD? 
[ау = ХУ = 4850“ + wna 


= У = 450? + AC? (3) 
Để ý trong (3) chỉ сб SO là thay đổi, до đó > nhỏ 
nhất khi và chỉ khi SO nhỏ nhất. Trong mp(O; d) cố 
định hạ OH 1 d tại H. 
=> ОН = d[0; (d)] = minSO (do (d) cố dinh) 
= minx = 4OH + АВ? xảy ra khi S = Н (усы) 








Bài 45 
Cho 3 điểm A, B, C không thuộc mặt phẳng (P). Giả sử các đoạn tháng AB và BC đều cát 






(P). Chứng minh rằng đoạn tháng AC không cát (P). 
Giải 


C 
I 
Giả sử AC ^ (P) = I và gọi : A 
М = АВ ^ (Р); ВС ^ (Р) =N as: 
/P 


• По M, N, I thuộc hai mặt phẳng phân biệt (P) và (ABC) 


nên thẳng hàng. 
• Nhung M, N, I là ba điểm nằm trong ba cạnh của AABC 
B 


mà thẳng hàng thì dẫn đến điều vô lý. 
Vậy đoạn AC không thể nào cắt mp(P) được. (dpcm) 







Bài 46 
l/ Cho n điểm trong đó không có 4 điểm nào đồng phẳng. Chứng minh rằng không có 3 điểm 







nào trong chúng thẳng hàng. 
2/ Cho n điểm trong đó bát kỳ 4 điểm nào cũng đồng phẳng. Chứng minh rằng n điểm đó 





đồng phẳng. 


27 


Giải 

1⁄ Chọn tùy ý A, B, C, D là 4 điểm lấy ra từ n điểm đã cho. Giả sử A, B, C là 3 điểm thẳng hàng. 

Gọi d là đường thẳng đi qua A, B và C. Đường thẳng này 
cùng với điểm D xác định một mặt phẳng (ơ). Ta có : 

D; A; B; € є (а) (1) 

Dé ý thấy (1) trái với giả thiết "không có 4 điểm nào 
trong n điểm đã cho cùng phẳng". 

Vậy không thể có 3 điểm nào trong n điểm ấy tháng hàng (dpcm). 
2/ Вау giờ ta xét n điểm khác với tính chất là 4 điểm bất ky nào trong chúng đều đồng 
phẳng. 

Gọi n điểm ấy là А,; А; Aa;...; An. (n > 4) 

e Khi n = 4 thi bài toán đương nhiên đúng. 
• Giả sử n > 4. 

Ba điểm A;; A»; As xác dinh mặt phẳng (a). Xét điểm 
А; (với 3 < i < n). Theo giả thiết 4 điểm A}; А; As và A; 
đồng phẳng tức là А; є (a) với mọi i = 4; 5; ...; n. 

Như vậy tất cả n điểm ấy thuộc mp(o) (đpem). 
Bài 47 | 
Cho tứ diện ABCD. Gọi I; J lân lượt là trung điểm của hai cạnh đối AB và CD. Lấy М là 
một điểm tùy ý trên canh AC. Mặt phẳng (IJM) cát canh BD tại N. Chứng minh rằng IJ chia 
thiết diện IMJN thành hai phán diện tích bằng nhau. 














Giải 
Trong mặt phẳng (ОМ) => MN л LJ = O 
IA JC _ 
iÐ - ^ 


Theo định lý Thalès đảo thì AC; BD; LJ nằm trong ba 
mặt phẳng song song và cách đều nhau. 

— O là trung điểm của MN. 

Do đó các đường cao MH và NK trong tam giác MIJ và 
NIJ là bằng nhau. 

= dt (MIJ) = dt (NIJ) 

Vậy IJ chia thiết diện IMJN thành hai phán diện tích 
bằng nhau. (đpem) 


Bài 48 
Cho tứ diện ABCD. Tìm điểm M trong không gian sao cho X = MA? + MB? + MC? + МП? 
đạt giá trị nhỏ nhất. 








Giải 
Gọi I, J, G lần lượt là trung điểm của AB; CD và IJ. 
Định lý đường trung tuyến cho : 
MA? + мв? = 2м1? + АВ“ 
d rn 
MC? + MD? - 2J? + 





ср? 
2 
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AB? + СР? 


= У = YMI? + МЈ?) + я 


2 2 2 2 
= L24Mót.]jf, 28 CD JUR SCĐ UD CRANE dU 

Đăng thức xảy ra khi và chi khi M = G > X = MA? + MP? + MC? + МП? dat giá trị nhỏ 
nhất khi và chỉ khi M ở G, trọng tâm của tứ diện. (ycbt) 


Bài 49 
Cho tam diện Oxyz vuông và một điểm A cố định bên trong tam điện. Khoảng cách từ A 


đến ba mặt (Oyz); (Ozx) và (Oxy) lần lượt là a; b; c. Một mặt phẳng lưu động (a) qua A cát Ox 
ở M; Oy ở N và Oz ở P. 














1/ Chứng minh : ES quM fr" YU: 
OA OB OC 
2/ Định vị trí của mặt phẳng (a) dé hinh chóp O.MNP có thé tích nhỏ nhất. 
Giải 


1/ Để ý thấy hình chóp O.MNP xem như được hợp thành bởi ba hình chóp A.ONP; A.OMP; 
A.OMN 


Ta có:  Vowwp = VAoNP + VAowp + VA OMN | 
Khoảng cách từ A đến ba mặt phẳng (Oyz); (Ozx) và (Oxy) là : 
АІ = а; АЈ = b; АК = с 


Та сб: SOMONOP T S ONOPa ` Ž ОРОМЪ y Z OMON« 






Chia hai vế của đẳng thức này cho = ОМ.ОХ ОР, ta được : 


a b с 
= ом piu Em — (D 
2/ Áp dung bát dáng thüc Cauchy và dua nó vào (1) ta có: 
E 
OM ON OP 


€» OM.ON.OP > 27abc 
€» Момхр 2 з abc 


Đảng thức xảy ra khi và chi khi : 


b : (OM = За 
Ui mi gp. ° 1ON=Sb 
OP - 3c 


Vậy thé tích tứ điện O.MNP nhỏ nhất bằng 7 abc xảy ra khi mp(a) = mp(MNP) được định 


như trên. (ycbt) 
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Chuyên đề 4 : QURN HỆ VUÔNG GÓC 
Loại 1: ĐƯỜNG THÁNG YUÔNG СОС МАТ PHÁ NG 


Dạng 1 : CHÚNG MINH ĐƯỜNG THÁNG VUÔNG GÓC VỚI МАТ PHẲNG 
BẰNG BIÉU KIỆN САМ VÀ DÚ 
L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp chứng minh đường thẳng d vuông góc 
với mặt phẳng a bằng điều kiện cán và đủ là cán phải chứng 
minh : đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng a, b đồng 
quy trong mặt phẳng a. 










d.la Бс a¬b=0 = d lơ (dpcm). 






IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 50 





Cho hinh chóp S.ABCD đáy ABCD là tứ giác lôi. Biết hai ASAB và ABAD vuông tai А. 
Chứng minh rằng AB 1 (SAD). 






` = [AB 1 БА с (SAD) 
х (AB L DA c (SAD) 


= AB 1! (SAD) (đpem). 


Bài 51 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành tâm O và SA = SC và SB = SD. 
Chúng minh SO L (ABCD). 





Giåi 
Để ý đến hai tam giác cân tại S : ASAC và ASBD có trung tuyến SO. 
= SO cũng là đường cao tương ứng. 


(SO L BD c (ABCD) 
]sO L AC c (ABCD) 





= SO 1 (ABCD) (đpem). k 
Bài 52 





Giài 
Để y ABCD là hinh thoi tám O. 
= AC L BD c (SBD) (1) 
Khi SA = SC, thì ASAC cân với SO là đường trung tuyến. 
= AC 1 SO c (SBD) (2) 
Từ (1) và (2) cho : AC 1 (SBD) (dpcm). 
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Bài 53 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật và SA 1 (ABCD). Gọi AE, AF là đường 
cao của các ASAB và ASAD. Chứng minh rằng SC 1 (AEF). 





Giải 
Để ý AD 1 (SAB) và BC // AD 
= ВС 1 (ЅАВ) > ЕА > EA І BC (1) 
(Sau này ta có thể chứng minh (1) bằng định lý 3 đường 
vuông góc sẽ nhanh hơn hoặc bằng tính chất giao tuyến 
của hai mặt phẳng vuông góc). 





Hơn nữa EA 1 SB (cách dung) (2) 
Từ (1) và (2) cho: EA L (SBC) SC > SC 1 ЕА (3) 
Một cách tương tự SC L AF (4) 
Từ (3) và (4) = SC L (AEF) (đpem). 

Bài 54 





Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, gọi I, J là trung điểm AB, CD và 

giả sử SA = SB. Chứng minh rằng CD 1 (SIJ). 
Giải 

Để ý thấy 1J là đường trung bình của hình chữ nhật ABCD. 

=> lJ/ADvàBC => CD 1 LJ c (SIJ) (1) 


Tương tự ASAB cán tại S có SI là trung tuyến nén nó cũng 
là đường cao. 


=> AB L SI; mà CD // АВ = CD 1 SIc(SIJ) (2) 
Từ (1) và (2) = CD 1 (SIJ) (đpem). 
Bài 55 
Cho tứ diện ABCD có H, K là trực tâm các tam giác ABC và DBC. Giả sử rằng HK 1 
(DBC). Chứng minh AH, DK và BC đồng quy. 
Giải 
Gọi AI, DI; là các đường cao qua H và K. 


Ta сб. (KH 1 (DBO) > BC > BC 1 HK 
івс 1 DI; (cách dựng) 


= ВС HADI) > Al ВСІ А, (1) 
Theo cách dung BC 1 AI (2) 


BC 1 AI 
Tü (1) và (2) cho : : 
ж 1 KI 


Vậy АН, ОК và BC đồng quy tại 1. 
O Cách khác : Xem câu a), Bài 56. 
Bài 56 
Cho tứ diện SABC có SA 1 (ABC). Gọi H và K lần lượt là truc tâm các tam giác ABC và 
SBC. Chüng minh : 
a/ AH; SK; BC dóng quy 











- l 2I 









b/ SC 1 (BHK) c/ HK 1 (SBC). 
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Giải 
a/ Cho AH ^ BC = A'. Bé chứng minh S; K; A' thẳng 
hàng ta chứng minh : SA' L BC 
ВСІ AA’ 


v - 
т жа SA (do SA 1 (ABO) 


Từ đó ta suy га: BC 1 (SAA') > ВС L SA 
Vậy có thể nói : AH; SK và BC đồng quy (dpcm). 
b/ Theo giả thiết ta có : SC 1 BK (1) 


BH 1 AC 
ВН L SA (do SA 1 (ABC)) 





Mặt khác ta có : | 


nên : BH 1 (SAC) = BH 1 SC (2): 
Từ (1) và (2) ta suy ra: 5С 1 (ВНК) (dpcm). 


c/ Theo câu a/ ta có : BC 1 (SAA) > BC L HK (3) 
Theo cáu b/ ta có : SC L (BHK) > SC 1 HK (4) 
Từ (3) và (4) ta suy га: НК 1 (SBC) (dpcm). 

Bài 57 





Cho hình vuông ABCD nằm trong mặt phẳng (P). Qua A dựng nửa đường thẳng Ax 1 (P). 
Chọn M là một điểm lưu động trên Ax. Đường tháng qua M vuông góc với mp(MCB) cắt (P) 
tại R. đường tháng qua M vuông góc với mp(MCD) cát (P) tai S. 
1/ Chứng minh : A; B; R tháng hàng. 
2/ Tìm quỹ tích trung điểm I của đoạn RS khi M lưu động trên nửa đường thẳng Ax. 
Giải 
1/ Theo giả thiết ta сб: МК I (МВС) =» МК L BC > MRL1AD (vì AD // BC) 
Mà đã сб: AD 1 AM > AD L(MAR) > AD 1 AR 
Vậy AR; AB; AD cùng ở trong mp (P) mà AR và AB 
cüng vuóng góc vói AD — A; B; R tháng hàng (dpcm). 
Tương tu trên — A, D, S tháng hàng. 
2/ Do MR 1 (MBC) = MR 1 MB. 
Tam giác MBR vuông ở M có đường cao MA nén : 
MA? - AB.AR ^u 
Tương tự : MA? = AD.AS 
= AB.AR - AD.AS 
< АК = AS 
— I thuộc đường tháng AC. 


Do R chạy trên tia Au (là tia đối của 
tia AB) và Š chạy trên tia Av (tia đối tia AD) nên I ở ngoài hình vuông ABCD. 


Vậy, I chạy trên tia đối At của tia AC (bỏ điểm A). 
Vậy sau khi làm phần đảo thì quy tích của I là tia At (không kể điểm A) (ycbt). 
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Dạng 2 : CHÚNG MINH ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG 
BẰNG TRUC ĐƯỜNG TRÒN 
L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp chứng minh đường thẳng d vuông 
góc với mặt phẳng œ bằng vận dụng định nghĩa trục đường 
tròn: là đường thẳng vuông góc với mặt phẳng chứa 
đường tròn tại tâm của nó bằng hai bước cơ bản như sau : 
1B,: Tìm một điểm S ở đỉnh cách đều các đỉnh da giác 
đáy ABC... như sau: SA = 5В = 5С =... 
Tìm điểm O ở đáy cách đều các đỉnh đa giác đáy ABC... 
OA = OB = ОС =... 
О B: Nối hai điểm S, О đó thành truc d của đường tròn. 
Nó là đường thẳng vuông góc với mọi mặt phẳng chứa 
được đường tròn (ABC). 
IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 58 
Cho hình vuông ABCD cạnh a. Vẽ cùng về một phía (ABCD); các đoạn AA" CC' vuông góc 
(ABCD) sao cho AA' = CC' = a. Chứng minh : AC 1 (BC'D). 
Giải 
Dé ý đến mp( BC'D) (ở vi trí các đỉnh của tam giác BC'C), ta có : 
e СВ = СС = СЮ =а 
= С e (d) : trục đường tròn (BC) ngoại tiếp ABC'D. 


AD = VA'A? + AD? = a2 
• Tương tự: {АС = АС = JAB? + AD? - a2 


АВ = VA'A? + AB? = a42 
\ 


























= A c (d) 
Váy : A'C c (d) "ud AC 1 (BC'D) (dpcm). 
Bài 59 
Cho hinh chóp S.ABC có BSC = 120°, CSA = 60°, KSB = 90? và SA = SB = SC = a. Gọi I là 
trung diém BC. Chüng minh ráng : 
a/ AABC vuóng. 







b/ SI L (ABC). 


Giải 





а/ Đặt: SA = SB = SC = a > 0 (cho sẵn) 
f aJ/3 


BC = 2CI = 2. as ada (ASIC là nửa A đều) 


Ta có : (CA = a(AASG đều 
AB = ау? (AASB vuông cân tại S) 

L 
JBc° = 3a? 


„ «» ВС? = СА? + AB? 
CA? + + AB? = a? + 2a? = За? 





Theo định lý Pythagore đảo — ACAB vuông tai A (đpem). 
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b/ Theo tính chất đường trung tuyến ứng với cạnh huyền của tam giác ABC vuông tai A. 
= IA = IB = IC (1) 
Hơn nữa đã có БА = SB = 5С (2) 
Từ (1) và (2) cho : SI là trục đường tròn ngoại tiếp AABC = SI 1 (ABC) (đpem). 
Bài 60 
Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD là hình thoi có BAC = 60? và SA = SB = SC. Chứng 
minh rằng SG ¡ (ABCD). Với G là trọng tâm tam giác ABC. 


Giải 






(BA = BC (cạnh hình thoi) 
яте = 60° (gt) 

= G là tâm đường tròn ABC ngoại tiếp tam giác đều ABC. 

Do đó : GA = GB = GC 

=> G e (d) trục của đường tròn (ABC) 

па thiết có : SA = SB = SC = S є (d) 

Tóm lại SG c (d) hay SG 1 (ABC) hay SG 1 (ABCD) (đpem). 
Bài 61 

Cho hinh chóp S.ABCD có SA = SC = SD và АЙС = 90". Gọi I là trung điểm AC. Chứng 
minh ráng SI 1 (ABCD). 


Dé y AABC có : — AABC déu. 








Giải 
Để ý từ tam giác ADC (Ô = 900) 
= TA =JC = ID 
Kết hợp giả thiết SA = SC = SD. 
=> BI là trục đường tròn (ACD) ngoại tiếp AACD. 
=> SI 1 (ACD) = (ABCD) 
= SI 1 (ABCD) (dpcm). 
Bài 62 
Lại Cho hình chóp S.ABCD có ABCD là nửa lục giác đều có SBD = SCD = 90°. Gọi O và I lần 
lượt là trung điểm AD và SD. Chứng minh rằng OI 1 (BCD) và SA 1 (ABCD). 
Giải | 
Để ý đến tính chất của đường trung tuyến ứng với cạnh 
huyền của tam giác vuông, ta có : 


'ASBD (В = 909) => IB = ID 
.ASCD (C = 90?) = IC = ID 











= IB = IC = ID (1) 


Xét nửa luc giác đều ABCD (tâm của luc giác đều là O) 
= OB = OC = OD (2) 
Từ (1) và (2) — IO là trục đường tròn (BCD) ngoại tiếp tam giác BCD. 
= IO 1 (BCD) (dpem) | 


Mà SA // 2 01 = SA 1 (ABCD) = (ВСЮ) (đpem). 
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Loại 2 : ĐƯỜNG THÁNG; YUÔNG GÓC ĐƯỜNG THẲNG 


Dạng 1 : CHỨNG MINH HAI ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÚC NHAU BẰNG ĐỊNH NGHĨA 
ĐƯỜNG THÁNG VUÔNG GÓC VỚI МАТ PHẲNG 
L PHƯƠNG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp chứng minh đường thẳng d vuông góc với đường 
tháng a khi ta sử dụng định nghĩa : d 1 а = d 1 a (tuỳ ý trong o). 


d 
qua 2 bước cơ bản : 
О B, : Quan sát và quản lý giả thiết tìm mp(a) chứa đường tháng бо 
а cần chứng minh nó vuông góc với d. Ze) 


O В, : Chúng minh d L (a) = d L a (đpem). 
IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BÁN 
Bài 63 
Cho tứ diện ABCD có AC = AD và BC = BD. Chúng minh AB 1 CD. 
Giải A 
Gọi I là trung điểm canh CD và để ý hai trung tuyến cũng là 
đường cao trong hai tam giác cân cùng đáy CD là : AADC và ABCD. 



















= (CD; Alc (App > CD 1 (ABD > AB > CD 1 AB (ёрет) E jm 
Bài 64 C 
Cho hinh chóp S.ABCD có dáy ABCD là hinh thoi và SA 1 (ABCD). Chüng minh BD 1 SC. 
Giải 
Để y: BD c (ABCD) mà SA L (ABCD) 
= Вр 1 SA; mà SA с (ЅАС) 
Hơn nữa do tính chất hai đường chéo hình thoi 
=> BD L АС; mà AC c (SAC) 





Do đó DB 1 (SAC) 

Ta có : SC c (SAC) > DB L SC (dpcm). 
Bài 65 

Cho hinh chóp S. ABCD có ABCD là nửa hinh lục giác đều và SA 1 (ABCD). Một mặt 


phẳng qua A vuông góc với SD tai D' cát SB; SC tai B', C'. Chứng minh tứ giác AB'C'D' nói 
tiếp được. 





Giải 
Để ý : [CD 1 AC (tính chát lục giác đều) 
CD 1 SA (vì SA ¡ (ABCD)) 

=> CD 1 (SAC); mà (SAC) AC > АС LCD (1) 
Theo cách dung SD 1 (a) = (AB'C'D') > AC 

=> AC 15р (2) 
Từ (1) và (2) - AC' 1 (SCD); mà (SCD) > CD' 

=> AC LCD' e KOD = 907 (3) 
Tương tự : BD L (SAB) > АВ > AB' 1 BD (4) 
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Theo cách dung (a) = (AB'C'D') 2 AB 1 SD (5) 
Từ (4) và (5) = AB L (SBD); та (SBD) > BD 
= AB IBD — АВ = 90° (6) 
Cũng từ (5) và (6) = Tứ giác ABCTD' nội tiếp được (đpem). 
Bài 66 
Cho tứ diện ABCD. Chứng minh ĐIỀU KIỆN ĐẠI SỐ sau dé tứ diện có cạnh đối nhau vuông góc 


AB 1 CD © AC? - Ар? = BC? - BD?. 


Giải 





Ta chứng minh điều kiện bằng hai trường hợp : n 
C Điều kiện (=): Giả sử AB 1 CD = CD 1 (ABH) 
Н là chân đường cao ВН — CD 1 AH E 
Áp dung hé thức lượng trong tam giác với M là trung điểm CD. = 
_, АС? - AD? = 2CD.MH n 


вс? - BD? = 2CD.MH 

= АС? - AD? = BC? — ВЮ? (dpem). 

O Điều kiện (<) : Giả sử АС? - Ар? = BC? - BD? (1) 

Gọi M là trung điểm CD, АН, BH; là các chân đường cao 
AC? - AD? = 2CD.MH, (2) 
tương ứng, ta có : “ông u iiem 

ВС? - BD? = 2CD.MH; (3) 

Sử dụng (1) cho (2) và (3) : 

2CD.MH; = 2CD.MH, = MH, = МН, < Н, = H> (4) 

Nghĩa là từ (4) ta có CD 1 (ABH;) = (ABH), cả hai mặt phẳng (ABH;); (ABH) đều chúa 
AB, do đó CD L AB (đpem). 

O Kết luận : Điều kiện cán và đủ (đại số) dé hai cạnh đối AB và CD của tứ diện ABCD 

vuông góc nhau là AC? - AD? = BC” - BD? (đpem). 

Bài 67 

Chứng minh rằng hai cạnh đối bất kỳ của tứ diện đều thì vuông góc với nhau. 
Giải 

Gọi E là trung điểm cạnh AB. Theo tính chất của tam giác đều ở 
các mặt tứ diện: 

(AB 1 CE c (CDE) 
|AB 1 DE c (CDE) 

= АВ 1 (CDE); mà CD c (CDE) 

=> AB L CD (dpcm). 

Tương tu ta chứng minh được BC L AD và AC L BD (dpcm). 

O Ghi chú : Độc giá xem cách chứng minh khác ở phán góc của hai đường tháng trong 
không gian. Việc nhớ tính chát này, chúng tôi xin nhắc : rất tiện ích trong quá trinh tính 
toán trên các tứ diện đều. | 

Độc giả cũng có thể dùng điều kiên đại số của Bài 66. 
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Bài 68 
Cho tứ điện ABCD có AB 1 (BCD) và BCD = 90°. Gọi BH là đường cao AABC. Chứng minh 


ABHD vuông. 





Giải 


‚+ D7 ĐC 
Để ý : CDI АВ Р BH 


= ВН L Ср c (ACD) 
Cách dựng đường cao => BH 1 AC c (ACD) 
= ВН L (ACD) > HD 
=> BH 1 HD hay ABHD vuông ở H (dpcm). 





Bài 69 
Chứng minh rằng : Trong một tứ diện nếu có 2 cặp canh đối vuông góc nhau thi cặp canh 
đối thứ ba cũng vuông góc nhau. 





Giải 
AB 1 CD 


Giả sử cho tứ điện ABCD có : | AC 1 BD 


Ta cán chüng minh : BC 1 AD 

Thát váy dung AH 1 (BCD). Ta có : 
'CD 1 AB (gt) 
'CD | AH 


уд. [BD L AC (gt) 
| |BD LAH 


= CD 1 (ABH) > CD 1 BH 


=> BD L (САН) >= BD L CH 





Hai kết quả trên cho thấy H là trực tâm của ABCD lúc đó : 
(BC 1 DH 


=% 4 


Bciag > BC 1(ADH) > BC 1 AD (рст). 
1 


O Ghi chú : Có thể chứng minh bài toán bằng phương pháp vecto. 
Dang 2 : CHÚNG MINH HAI ĐƯỜNG THÁNG VUÔNG GÓC NHAU 
BẰNG DINH LÝ BA DUÜNG VUÔNG GÓC 
L PHUONG PHÁP | 
Cơ sở của phương pháp cần vận dung dinh lý ba đường vuông góc nhu sau : 


[AM là đường xiên (so với (œ)) 
(HM là hình chiếu (của AM xuống (a) 












Giả sử AH 1 (a) — 
A 


thì đường (d) nằm trong (a) thỏa : 
(d) L AM (đường xiên) < (d) L HM (hình chiếu) 
Do đó phương pháp gồm 2 bước thực hành : 
ñ B, : Xác định đường vuông góc với một mặt phẳng (a) tì 
đó tìm ra đường xiên ( và hình chiếu Q. 
O B, : Đường thẳng thứ G là (d) nằm trong mặt phẳng (ofr 
e Néu:G1OO + ®10 > (усы). 
e Nu:@l1 Q —5G.1Q > (усы). 
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IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 70 
Cho hình chóp S.ABCD có SA 1 (ABCD) và ABCD là hình chữ nhật. Chứng minh bốn mặt 
bên (SBA), (SBC), (SCD), (SAD) đều là những tam giác vuông. 
Giải 
Tacó: SA L(ABCD) = u ls» je e т. ыңа 






SB : là đường xiên 
AB : là hình chiếu 

Mà BC L AB = BC L SB (định lý ba đường vuông góc) 

=> ASBC vuông ở B (ycbt). 

Tương tự DC 1 SD (định lý 3 đường vuông góc) = ASDC vuông ở D (ycbt). 

Tóm lai hình chóp có 4 mặt bên đều là những tam giác vuông (dpcm). 
Bài 71 

Tứ diện ABCD có AB 1 CD và AC 1 BD. Gọi H là hình chiếu của A xuống (BCD). Chứng 
minh rằng H là trực tâm tam giác BCD và AD 1 BC. 

Giải 
BH sao cho BH ^ CD = B, ——- 


Kéo dài: {СН sao cho CH^ Вр = Су Та có: s $ к= cự rii 
DH sao cho DH ^ BC - D, vi 


Để ý thấy : SA 1 (ABCD) = | 








= CD 1 (АВН) > BH 
= CD 1 BH tai B, hay BB, là đường cao ABCD (1) 
Tương tu BD 1 (ACH) > CH = BD 1 CH tại C¡. 
= CH là đường cao ABCD (2) 
Từ (1) và (2) cho ta : H là trực tâm ABCD (dpcm) 
AD, : là đường xiên 
HD) : là hình chiếu 
Mà BC L HD; (vì Н là trực ќат ABCD) > BC L AD, 
=> BC 1 (AHD;) = (ADD;) > AD = ВС L AD (dpcm). 
Bài 72 
Cho Cx, Dy là hai đường vuông góc với mặt phẳng hình chữ nhật ABCD. Một тр(В) qua 
AB cắt Cx, Dy tại E và F. Chứng minh rằng ABEF là hình chữ nhật. 
Giải 
EB : là đường xiên 
CB : là hình chiếu 
Ма ABLCB= AB L EB (1) 


Theo định lý giao tuyến song song thi ABEF là hình bình 
hành và nó thỏa (1) nén là hình chữ nhật (dpcm). 


O Cách khác : Dé ý thấy DC 1 (EBC) mà AB // CD 
= AB 1 (CDE) > EB > AB L EB (1)>  (đpcm). 


Để ý thấy AH L (BCD) = | 









Để ý EC L (ABCD) => | 
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Bài 73 


Trong hình chóp S.ABCD đáy là hình chữ nhật ABCD. Gọi SH là đường cao hình chóp và 

SK; SL thứ tu là đường cao các tam giác SAB và SCD. Chứng minh rằng H, K, L tháng hàng. 
Giải 

s : là đường xiên 

HK : là hình chiếu 








Đề ý với SH 1 (ABCD) 






\ 


MàAB 1 SK (cách dựng) — AB 1 HK (định lý ba đường vuông góc) 


Tương tự CD L HL (định lý ba đường vuông góc) D 
(AB ¡ HK 

Tóm tại : ‹CD LHL => Н, К, І, thẳng hàng (đpem). 
HK// HL B 


Bài 74 

Cho tứ điện SABC có ABC là tam giác đều canh a, các mặt (SAB); (SBC) và (SCA) hợp với 
(ABC) các góc bằng nhau và bằng a. 
1/ Chứng minh ràng : hinh chiếu Н của S lén (ABC) là tâm đường tròn nội tiếp AABC 
2/ Tính tổng diện tích 4 mặt của tứ diện S.ABC. 

Giải 

l/ Gọi I, J, K lần lượt là hình chiếu của H lén BC; CA; AB 

Do định lý ba đường thẳng vuông góc. 

=> BC 1 81; СА і SJ; AB 1 SK 

Do đó góc phẳng của các mặt bên (SBC); (SAC) và (SAB) 
tạo với (ABC) lần lượt là Sĩ, Sh, SKA 

= ЯН -SM -SKA =a 

Để ý thấy tam giác vuông SHI, SHJ, SHK bằng nhau nên : 

HI = HJ - HK 


Vậy, H là tâm đường tròn nội tiếp AABC. (H cũng là trọng tâm, truc tâm, tâm đường tròn 
ngoại tiếp của AABC) (đpem). 








1 
SsAB = SHaB 














SHAR = SSAB cosa =a 
2/ Theo định lý diện tích và hình chiếu ta сб: «Supe = рс cosa < Sanc = Зивс 
i cos а 
(Suca = Ssca cosa | тү 
8 = 8 
| SCA = ——— ECA 
=> Ssan + Ssnc + Ssca + SABC ==— Suas + Supc + Suca) + Sanc 
1 
= Ssan + Sspc + Ssca + Әдвс = SABC + SABC 
cosa 
2 + 2 
"| 1 a 4/3 . соз а)а? 4/3 (yebt). 
cosa 4 4cosa 


39 


Loại 4 : МАТ PHẢNG YUÔNG YỚI МАТ PHÁNG 


Dạng 1 : CHỨNG MINH HAI MẶT PHẲNG VUÔNG GÓC NHAU 
L PHƯƠNG PHÁP, 


Cơ sở của phương pháp cần sử dụng định nghĩa để 
chứng minh hai mặt phẳng vuông góc như sau : 


Chứng minh góc của hai mặt phẳng đó bằng 90°. 
o = ấÑB = G = 90° 
«€» (a) 1 (В) 



















Cơ sở của phương pháp cần sử dụng điều kiện cán và đủ. 

Chứng minh mặt thứ nhất chứa một đường thẳng vuông góc 

với mặt thứ hai qua hai bước cơ bản : 

O B, : Quản lý giả thiết để tìm ra đường tháng (d) (có tính 
ưu việt cho bài toán) và (d) c (В). 

O В, : Chứng minh (d) 1 (a) thì kết luận được : 

(a) L (f) Cycbt). 

Ш. CÁC BÀI TOÁN CO BẢN 

Bài 75 








Cho hinh chóp S.ABC có SA 1 (ABC) và AABC vuông ở A. Chứng minh : (SAC) 1 (SAB). 


Giải 
Để ý thấy (SAC) và (SAB) có giao tuyến 1а SA 
.AB:SA 
VÀ (¡SA 


— ERR _ “чы 
=> 90° = БАС = [(SAB);(SAC)] => (SAB) L (SAC) (dpcm). 





B : 22 (AB 1 SA 
© Cách khác : Dé ý : 'AB LAO = АВ 1 (SAC) 


mà AB c (SAB) => (SAB) L (SAC) (dpcm). 


Bài 76 
Cho hinh chóp S.ABCD có SA 1 (ABCD) và ABCD là hình vuông. Chúng minh rằng : 
a/ (SAB) 1 (SBC). b/ (SBD) 1 (SAC). 


Giải 
a/ Để ý : BC // AD mà AD 1 (SAB) | 
=> ВС L (SAB) 
Lai có BC c (SBC) 
= (SBC) L (SAB) (dpcm). 
b/ Ta có : BD 1 AC (vi ABCD là hình vuông) 
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BD L SA (vì SA 1 (ABCD) > BD) 
=> BD L (SAC) 
mà BD c (SBD) 
= (SBD) 1 (SAC) (dpcm). 
Bài 77 







Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật ABCD và SA 1 (ABCD). Gọi E và F là 
hình chiếu của A lên SB và SD. Chứng minh rằng : 


a/ (AEF) 1 (SCD). b/ (AEF) 1 (SAO). 
Giài 


(АЕ B 
D nue. JAE 1 8 (do cách dựng) 


АЕ L BC (vì BC L (SAB)) 
= AE L (SBC) 
Mà AE c (AEF) => (AEF) L (SBC) (đpem). 
b/ Phần trước ((d) 1 (a)), ta dà chứng minh được : 
SC 1 (AEF) 
Mà SC c (SAC) = (SAC) 1 (AEF) (đpem). 
Bài 78 









Cho tứ diện S.ABC có SA = SB - SC và AABC vuông cân tai B. Gọi I và J là trung điểm 
AC và BC. Chứng minh rằng (SAC) 1 (ABC) và (SIJ) 1 (SBC). 
Giải 
pi у. [SA = SB = SC (giả thiết) 
` ПА = IB = IC (AABC vuông cân ở B) 
=> SI L (АВС); vi SI là trục đường tròn ngoai tiếp AABC. 
Ма SI c (SAC) 2 (SAC) 1 (ABC) (dpem). 


Ta сб : IJ là đường trung binh ЛАВС >  1J//- > АВ 


= ВС 11 


Lai có : BC 1 SI (vì SL.(ABO) > sếi 2 еш 


) 
Mặt khác ВС c (SBC) = (SBC) 1 (SIJ) (đpem). 





Dang 2 : CHÚNG MINH BUÜNG THÀNG VUÔNG GÓC VỚI МАТ PHẲNG 
BẰNG GIAO TUYẾN CỦA HAI MẶT PHẲNG 


L PHƯƠNG PHÁP, 


Cơ sở của phương pháp cán sử dụng định lý liên quan 
đến giao tuyến của 2 mặt phẳng vuông góc nhau như sau : 


Để chứng minh (a) 1 (a) ta chứng minh : 
(a) c (B) 1 (a) 
và (a) 1 (d) = (a) ^ (B) (tai M). 
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Cơ sở của phương pháp cán sử dụng định lý liên quan 
đến giao tuyến của 2 mặt phẳng cùng vuông góc với mặt 
phẳng thứ ba như sau : 
Để chứng minh (a) 1 (a) ta chứng minh : 
(a) = (B) ^ (y) 
và (B) 1 (œ); (y) 1 (œ) 
Ш. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 79 
Cho hình chóp S.ABCD có ASAB cân tại S và ABCD là hình chữ nhật. Gọi I là trung điểm 
AB và giả sử (SAB) 1 (ABCD). Chứng minh ràng : 
a/ SI 1 (ABCD). b/ BC 1 (SAB). 
Giài S 
a/ Ta có : ASAB cán tai S nén trung tuyến SI cũng là đường cao 
= SI L AB; SI c (SAB) 
Mà (SAB) 1 (ABCD) theo giao tuyén AB 
= SI 1 (ABCD) (đpem). 
b/ Tương tự BC L AB; BC c (ABCD) N 
mà (SAB) 1 (ABCD) theo giao tuyến AB рч AC 
= ВС 1 (SAB) (đpcm). 
Bài 80 
Cho hình chóp S.ABC có AABC đều; hai mặt phẳng (SAC) và (SAB) cùng vuông góc với 


(ABC). Gọi I là trung điểm BC còn O và H lần lượt là trực tâm hai tam giác ABC và SBC. 
Chứng minh rằng : 


a/ SA 1 (ABC) 







b/ (SAD 1 (SBC) 





c/ SB 1 (COH) d/ OH 1 (SBC). 


Giải 
a/ Xét: [BA - (SAB) ^ (SAC) 


KSAB) ; (SAC). (ABC) ^ SA 1 (ABC) (dpem). 


а: (SI : là đường xiên 
h BE3:8A1 (ABO =5 4 2. hình chiếu 


mà BC L AI (1) (do AABC đều) 

= BC LSI (2) 

Từ (1) và (2) = BC 1 (SAI) 

mà BC c (SBC) = (SAI) L (SBC) (đpem). 


UE EU TUO LAT Er 
` |CO 1 SA (vì SA 1 (ABC) > CO) 


= СО 1 (SAB) mà SB с (SAB) = SB 1 CO (3) 
Để ý đến Н là trực tâm ASBC = SB 1 CH (4) 
Từ (3) và (4) > SB L (COH) (đpem) (5) 





d/ Lúc đó: SB c (SBC) = (СОН) 1 (SBC) 
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Tương tự chứng minh được (BOH) L (SBC) 
= (COH) ^ (BOH) = OH L (SBC) (đpem). 
Bài 81 
Cho hai tam giác ACD và BCD nằm trên hai mặt phẳng vuông góc nhau. 


Cho biết AC = AD = BC = BD = a và CD = 2x. Gọi I và J lân lượt là trung điểm của AB và 
CD. 


1/ Chúng minh : IJ L AB và IJ L CD 
2/ Tính AB và IJ theo a và x. 
3/ Vói giá tri nào cua x thi (ABC) 1 (ABD) ? 













Giải 
l/ Hai tam giác cân AACD = ABCD 
= JA=JB > IJ 1 AB (tại I) 
Vẫn do các tam giác ACD và BCD cân tai A và B 


2 pups = CD L(AJB)- CD 1 IJ (tai J) (đpem). 


2/ Theo giả thiết (ACD) L (BCD) theo giao tuyến CD nên : 
AJ LCD =» AJ 1 (ВСП) = AJ 1 JB 
Tam giác AJC vuông góc ở J, tam giác AJB vuông ở 





J cho nên : 
'AJ? = AC? - CJ? =a? - x? 
1 => lại = 2 ав + (2a? - x?) (ycbt). 
(AB? = AJ? + JB? = Xa? - x?) > AB = J2(a? - x? 2 2 


3/ ACAB cán ở C nên : CI 1 AB 
бїз DO ы CD c AB = CD 
€» 2(a? — х?) = 4x” e х? = = av3 
Dạng 3 : DUNG DOAN THÁNG QUA MỘT ĐIỂM VÀ VUÔNG GÓC VỚI MỘT МАТ PHẲNG 


L PHƯƠNG PHÁP, 


Cơ sở của phương pháp dựng thứ nhất như sau; 
gồm hai bước cơ bản : 


ñ B, : Tim mặt phẳng (f) 1 (a) và (B) > M. 
O B: Hạ MH 1 (d) = (a) ^ (В) 


=» MH là doan tháng thóa yéu cáu bài toán. 
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II. PHƯƠNG PHÁP, 

Cơ sở của phương pháp thứ nhi gồm hai bước : 

C) B, : Tìm đường thẳng có sẵn trong không gian. 
(a) 1 (a). 


О B, : Dung đường tháng (b) qua M đồng thói (b) // (a) 
và gọi H = (b) ^ (a) 
— MH là đoạn tháng cán dựng. 
Ш. CÁC BÀI TOÁN CƠ BÁN 
Bài 82 
Cho hình chóp S.ABCD có SA 1 (ABCD) và ABCD là hình chữ nhật. Mặt phẳng a qua ВС 
cát SA tai M. Hãy dựng đoạn vuông góc từ S đến a. 
Giải 

















Dé ý BC c (a); mà BC 1 (SAB) 

= (a) 1 (SAB) theo giao tuyến Bx. 

Ha SH 1 Bx; H є Bx 

Vậy SH là đoạn tháng cán dung (ycbt). 


Cho hinh chóp S.ABCD có SA 1 (ABCD) và đáy ABCD là hình thoi tâm O với 0 < А < =: 





Xác định hình chiếu của A và trung điểm M của AO lên trên (SBD). 
Giải 
Để ý : [BD 1 AC (tính chất hai đường chéo hình thoi) 
|BD 1 SA (vì (ABCD) > BD 

= (SBD) 1 (SAC) theo giao tuyến SO. 

Ha AH 1 SO tai H — AH 1 (SBD) tai H 

Vậy H là hinh chiếu của H trên (SBD) (ycbt) 

Dà có AH 1 (SBD). Dung MK // AH; K e SO 

= МК 1 (SBD) tai M 

Vậy K là hinh chiếu của M trên (SBD) (ycbt). 


IV. GIẢI TOÁN THI 

Bài 84 (HOC VIỆN QUÂN Y - 2000) 
Cho hinh chóp SABC có dáy ABC là tam giác vuóng tai A, canh SB vuóng góc vói dáy 
(ABC). Qua B ké BH vuóng góc vói SA; BK vuóng góc vói SC. Chüng minh SC vuóng góc vói 
(ВНК) và tính diện tích tam giác ВНК, biết rằng : AC = а; BC = a /3 và SB = a2. 









Giải 
Theo định lý ba đường vuông góc 
= AC 1 SA 
Mà : AC 1 AB 


=: AC 1 (SAB) > BH 
= AC1BH (1) 
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Nhưng: SA 1 BH (2) 
Từ (1) và (2) = ВН L (SAC) > SC; HK. 
Do đó: ВН L 8С (3) 


BH 1 HK (4) 
Ta lại có : BK 1 SC (5) (cách dựng). 
Cũng từ (3); (5) — SC 1 (ВНК) (ycbt). a2 
Xét riêng (4) cho ta ABHK vuông tại H 
| 1 1 1 1 1 
COPA > BH? SB? АВ? (a2) (aV3)5-a° 
1 1 1 1 





———— = —— + —— = 

HHP-:+%ˆ- tao a 
> ВН? = a? < ВН =a 
HK SH 
CA SC 
Với ASBA vuông cân tai B > SH = cu =8 


(6) 
S. ИК Ao ег 


Vậy diện tích S của ABHK 1А: 


Xét: ASHK ^ ASCA > (6) 


š LBH.HK = 1 „ау5 = vỗ „2 (yebt). 
z 2 5 10 
Chuyën dë 5 : PHƯƠNG PHÁP TRẢI CÔ THỂ 
TRÊN MỘT MẶT PHẲNG 


L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp là sử dụng hai tiên đề 5 và tiên đề 6 : nghĩa là khi trải một cố thể 
lên trên một mặt phẳng (ưu việt được chọn sẵn có lợi cho bài toán) thì tiên đề 5 và tiên đề 6 
cho ta cách qua bài toán phẳng sẽ làm cho bài toán đơn giản hơn. Gồm 2 bước cơ bản : 
О В, : Lựa chọn một mặt phẳng (a) đặc biệt ưu việt có lợi cho bài toán, sau đó chuyển đổi các 
yếu tố trong không gian quan hệ với vật thé hinh học ở giả thiết xuống mặt phẳng (a) đó. 
П В»: Áp dụng tiên dé 6, ta thấy trong (a) các yếu tố được chuyển đổi luôn bảo dám các tính 
chát vé góc và độ dài .. Áp dụng tiên dé 5 để được phép sử dụng các định lý sơ cấp. 
Từ đó ta xây dựng phép dựng hình tương quan giữa các yếu tố được chuyển đổi với các yếu 
tố đã được chứng minh sẵn (Định lý và Hệ quả) trong mặt phẳng (o) để dẫn đến các ycbt. 
Trong chuyên đề phép chứng minh phản chứng cũng thông thường được sử dụng. 
Hiển nhiên việc sử dụng các tiên dé khác trong bài toán vẫn ngầm hiểu là luôn luôn được đặt ra. 













45 


IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BÁN 
Bài 85 
Cho ba tia Ox, Oy, Oz đôi một tạo với nhau một góc 60°. Đồng thời chọn tùy ý 3 điểm A, 
B, C thứ tự trên ba tia đó. Chứng minh ràng : 
a/ Ba tia Ox, Oy, Oz tao thành một góc tam điện. 
Giải 

a/ Giả sử ba tia Ox, Oy, Oz đồng phẳng trong (ơ), ta có 2 khả năng : cho tia Ox phân biệt với 
hai tia Oy, Oz đã tạo với nhau một góc $Oz = 60? thì £; = 120° hoặc «Oy = 120? (vô lý với 
giả thiết) 

Vậy Ox, Oy, Oz không đồng phẳng hay chúng tạo thành một góc tam điện. (đpem) 






b/ AB + ВС + CA > ОА + ОВ + OC 








b/ Đưa bài toán về bài toán phẳng, де cách xét AOAB và dựng сас tam giác đều : ЛОАА' và 
ЛОВВ' trên mp(OAB) đó, ta đã có trong hinh học phẳng : 
2AB > OA + OB (1) 
2AC2 OA + OC (2) 
Lande А BC >ОВ+ОС (3) 


Cộng theo vé (1) + (2) + (3) = 2(AB + AC +ВС) > 2(OA + OB + OC) 
=> AB + AC + BC > ОА + OB + OC (dpcm) 


Bài 86 
Cho tứ điện có diện tích của bón mặt đều bằng nhau. Chứng minh rằng các cáp cạnh đối 





của chúng bằng nhau. 
Giải 
Chọn (o) = (ABC), trải các ADAB, ADCB, ADCA xuống (a) theo truc trải lần lượt là AB, 
BC, CA (như hình vẽ) sao cho : 
(AD = AD, = AD, 
{BD = BD, = BD; 
ICD = CD; = CD; 


=> SAABD, = Saage = Sancp, = SaACD; 


(AB = CDạ = CD, = CD 
= {ВС - AD; = AD; = AD (đpem) 
АС = BD, = BD, = BD 


Bài 87 2 
Cho tứ điện ABCD có tổng các góc phẳng tai các dinh A và B đều bàng 180”. Chúng minh 








rằng : CD > AB. 


Giải 
Trải tứ điện xuống mặt phẳng (a) = (ABC) theo các trục trải là các cạnh AB; BC; CA. Ta 
có cách dựng sau : 
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АМ = AN = AD 
'BM - BE = BD 
Với giả thiết tổng các góc ở các dinh A và B bàng 180°. 
=> 2AB = NE 
=> 2AB < NC + ЕС (vi N, C, E chua tháng hàng) 
>» 2AB < 2CD > АВ < CD (dpcm) 








Cho tứ điện ABCD có AB = CD = a; AC = BD và AD = BC. Xác định vị trí điểm M trên 
canh AB dé cho AMCD có chu vi nhó nhát, xác dinh giá tri nhó nhát cüa chu vi dó. 





Giải 
Trai ADAB xuống mpla) = (ABC) với truc trải AB thì : 
po AUC АВС ЛАНО 2 MOD 
'AC = BC - AD 


Lúc đó chu vi của AMCD là : 
* = MD + МС + CD = (MC' + MC) + CD 

> V»CC-*a 

Do đó : тіп = (C'C + a) xảy ra €» C', M, C tháng hàng 

Vậy M = M, = ŒC ^ AB, thì min£ = (C'C + a) (ycbt) 
Bài 89 | 
Cho tứ điện ABCD có AC = AD = BC = BD = 1; AB = a; CD = b; còn M, N lần lượt là trung 
điểm AB và CD. Tìm trên canh AD điểm P sao cho tổng (PM + PN) dat giá trị nhỏ nhất. 

Giải 

Các tam giác ACMD (cân tại M) và AANB (cân tại N) thứ 

tự cùng trung tuyến MN và cũng là đường cao 


(MN AB 
zy 4 
MN CD 


Trải AACD trên тр(о) = (ABD) với trục trải là AD được AADC' 

АС = 1 

IDC' = b 

Gọi N' là trung điểm cạnh DC' = PN = PN' 

Lúc đó tổng : X = PM + PN = РМ + PN' > MN 

АМР - AND = 90? 

=> АМР = AND = 90? 

(AND - АХР = 900 
= Tứ giác AMDN' nội tiếp trong đường tròn đường kính AD 

= 1, nằm trong mp( ABD). 
=> тіп E = MN xảy ra khi và chỉ khi M, №, P tháng hàng. 
Hay P = P, = MN' ^ AD (ycbt) 

Bài 90 











= 


Dé y tháy : 


Cho hinh chóp S.ABC, các góc phẳng dinh S đều bằng a (0 < a < s) con canh bën SA = 1. 
Chứng minh rằng : AB + BC + CA > 420 - cos За). 
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Giải 
Trải các tam giác : ASAB, ASAC lên mặt phẳng (a) = (SBC) thứ tự S 
được ASBB, = ASAB và ASCC, = ASAC thứ tu theo các trục trái SB Ạ 
và SC. 
Lúc đó : > = AB + ВС + CA = BB, + BC + CC; > В,С; 
Để ý khí áp dụng định lý hàm cosin trong AB;SC) với 
BSC; = За 





= ВС? = SB? +SC? – 2SB,.SC;.cos3a = 
= 1 + 1 – 2cos За = 2(1 - cos За) S 

=> В,С; = 2 - cos За) PAN 

= X- AB + ВС + СА > 420 - соѕ За) (đpem) Bị C, 


Bài 91 

Cho ba tia phán biệt Ox; Oy; Oz đôi một vuông góc và ba điểm A, B, C thứ tự trên ba tia 

Ox; Oy; Oz sao cho : ОА = OB + ОС = 1 (*) 

1/ Chứng minh diện tích toàn phán của tứ diện OABC không đổi khi B và C thay đổi mà vẫn 

thỏa điều kiện (*) 

2/ Tính : Xy = OAB + OAT + BAT ; X; = ОВА + АВС + OCB. 
Giải 

1/ Trong mp(ơ) = (ОВС) trải tứ điện AOBC xuống nó bằng phương pháp trải đặc biệt : dựng 


hình vuông OMDN có canh OM = 1 và OM chứa canh OB của tứ diện, còn canh ON chứa 
cạnh OC của tứ diện. Theo cách dựng này khi đặt OC = x, ta có : OB = 1 - x 








' AOAB = ANDC A 
AOAC = AMDB 

= 4 s / es 
AABC - ADBC 41d - x? js ` 


" + (1 - xr 


f 






ОА = OB + ÓC - 1 





= Sip = Ѕлолв + SAoAc + Өловс + SAABC 
=> S, = Sanne + Sampe + Ssopc + Өлрвс 
=> S, = Supwo = 1 = const (pem) 
2/ Theo trên ta có : 
2. = GAB + GAC + BAC 
= У = ХОС + MDB + СОВ = MDN = 90° (ycbt) 
Tương tự: X = ОВА + АВС + OCB 
= У, = NOD + DOB + CB = OON = 180° (ycbt) 


Ш. GIRI TOÁN THI 


Bài 92 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - РОТ 2 - 1998) 
Cho tứ điện ABCD có các cạnh AD = BC = a; AC = BD = b; AB = CD = c. 
l/ Chúng minh rằng đoạn nói trung điểm của các cặp cạnh đối diện là đoạn vuông góc chung 


của các cặp cạnh đó. 
2/ Tính thể tích tứ diện theo a, b, c. 
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Giải 


1/ Ta сб: Fe, AACD = ABDC 
AD = BC-a 
= АЈ = ВЈ 
=> AAJB cân 
=> ЛіІ АВ 
Tương tự : ADIC cân =» ш | DG 





= 1Ј là đoạn vuông góc chung của hai cạnh AB và DC. 
Một cách tương tự — (dpcm). 
2/ Sú dụng phương pháp trải như sau, dựng APQR có các cạnh đi qua các đỉnh của ABCD và 
song song với các cạnh ABCD. Ta có : 
1 1 
Spcp = 4 OPQR = VABCD dnd VAPQR 
Trong AAPQ có : DA = DP = DQ = a = AAPQ vuông tai A 
Tương tự : AAQR; AARP cũng vuông tai A. 
AP? + AQ? - PQ? - 4a? AP? = 2(a? + b? - c?) 
Тасб: 4AQ” + AR? = RQ? = 4b? 5 |AQ? = Xa? + c? _ b?) 


AR? + AP? = РВ? - 4c? AR? = Xb? + c? – а?) 
s Vid hu а d apo A 
ABCD ^4 "APQR a ыз 
= Vas 38 (а? + b° – с2а? + c? - b?y(b? + c? – а?) (дун). 
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Chuyên đề 6: XÁC ĐỊNH VÀ TÍNH CÁC LOẠI GÓC 
TRONG KHÓNG GIAN 


Loại 1: GÓC СОА HAI DUONG THÁNG: TRONG KHÔNG GIAN 
L PHUONG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp tim góc của hai đường tháng (a), (b) cán 
thuc hién 2 buóc ca bán : ! ers. 
О Bị: Xác định : "205 = ọ là góc dựng từ điểm O tùy ý có thể ở 


trên (a) hoặc (b) (đạt tính ưu việt cho bài toán khi dựng và tìm 1 
độ lớn góc) hai tia Оа’, ОЬ thứ tự song song với hai đường b T agentis у 
tháng (a), (b) có yêu câu tìm góc". 

D В»: Tính độ lớn góc ф bằng các định lý và tính chất của hình học phẳng hay định lý hàm 


cosin. 


© Ghi chú : 0 < ф « 907, nếu o > 90? thi ycbt sẽ chỉ rõ tìm góc tù. 
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IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 93 
Cho một tứ dien ABCD. Gọi I, J, K lần lượt là trung điểm BC, AC và BD. 
1⁄ Hãy định rõ góc của AB và CD. 
2/ Suy ra điều kiện giữa AB và CD để tam giác LJK : 
a/ Vuóng tai I b/ Cân tại Ï c/ Vuông cán tai I. 
Giải A 
| Để $:1J/ AB; IK/CD = ç = ИК - B; CD 
2a/ALJK (1-909) < ọ = 90° < AB LCD 


2b/ AJIK (IJ = IK) < АВ = CD D 

2c/ AJIK (1 = ф = 909) và IJ = IK Em Р i 

Bài 94 

Chúng minh rằng các cạnh đối của một tứ diện đều thì vuông góc nhau. 
Giải 

Xót tứ điện đều ABCD cạnh a có M, N, P thứ tự là trung điểm BC, AC và BD. 


Theo tính chất đường trung bình : => ер => g = NMP = (АВ; CD) 





(các góc của các cặp cạnh đối nhau còn lại cũng là ọ, vì tứ điện đều) 
Để ý ABND cân tại N vì NB = ND = 2 A 


=> NP là đường cao ABND cân tai N. Định lý Pythagre cho ta : 


2 
NP? = BN? - ВР? = ауз) {а} _ 2а? 
\ 2 ) \2 4 
Dinh lý hàm cosin cho ta : NP? = MN? + MP” - 2MN.MPcoso 





MN°+MP°-NPẺ 4 4 4 
ор T A KP 


= qo = 90" (các cạnh đối tứ điện đều vuông góc nhau) (ycbt). 


ƒ 2 2 
'MN? : MP? (2) [2-2 
ч | 2 2 4 

© Ghi chú , : có thé tính | 2 š š 
NP? - BN? - BP? - c3 ze .2a 

2 2 4 

= NP = MN? + MË © o290 
© Ghi chú >: đến dây ta nhắc lại kết luận dé s dụng rất tiện lợi sau này mà không cán 
chứng minh lai : "Hai cạnh đối tùy $ của một tứ diện đều thì vuông góc nhau". 
Bài 95 
Cho một hình thoi ABCD cạnh a và một điểm S ở ngoài mặt phẳng chứa hình thoi sao cho 
SA = a và trực giao (vuông góc) với BC. 
a/ Xác dinh góc của SA và BC. Suy ra hình tính của ASAD. 
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b/ Xác định và tính góc của SD và BC. 





c/ Gọi I và J lần lượt là trung điểm của SA và SC. Hãy định rõ góc của IJ và BD. 


Giải 
А э SA | BC 5 s T = 0 
a Đã có: {An „nọ — ф = (SÁ; BO = SAD = 90? (ycbt). 


mà SA = AD = a> ASAD vuông cân tai A (ycbt). 
b/ Tương tự : AD // BC 
> В = (SP; BO = SPA = 45° (ycbt). 


IJ// AC 
c/ Tương tự : ал T ai Po IJ 1 BD 





> y= (J; BD = БОС = 907 (tính chát đường chéo hinh thoi). 
Bài 96 





Cho tứ điện ABCD. Gọi М, N, I làn lượt là trung điểm BC, AD và AC. Cho AB = 2a, CD = 2a/2 
và MN = av5. Tính : o = (XB; CD). 






Giài 
Theo tính chất đường trung binh trong tam giác 


f 

туу ср - aJ2 

=. 2 : 
IIM/- -AB-a 
| 2 


Xác định được : o = MIN = (XB; CD) 
Áp dụng định lý hàm cosin : 





IM? «IN? - MN? 2a? « a? – ба? {2 0 : 
SR — W ằ————— = — — zl 
=> COSQ@ SDN — z €» Coso š €» Ф = 135 (góc tù) 
Góc nhon tao bói AB và CD là 45? (ycbt). 
Bài 97 










Cho I, J, K, L là trung điểm các canh AB, CA, DA và DB của tứ dien ABCD. Chứng minh rằng 
a/ Nếu AB 1 CD thì IJKL là hình chữ mhật. b/ Nếu AB = CD thì IK 1 LJ. 
Huóng dán 

Tương tự các bài trên, độc giả tự giải. 
Loại 2 : TÌM GÓC СОА ĐƯỜNG THÁNG YÀ МАТ PHẢÑG 


L PHƯƠNG PHÁP ˆ . 

Cơ sở của phương pháp tìm góc của đường thẳng (d) và mặt 

phẳng (a) ta cần thực hiện hai bước cơ bản : 

O B,: Xác dinh hình chiếu đường thẳng (d) cần tìm góc với mặt 
phẳng xuống mặt phẳng (a) là (d'). 

О В, : Góc của đường thẳng (d) và đường hình chiếu (d') của nó r4 
xuống mặt phẳng là góc cán tim ç = (d; d» - (d; (a5. h 

© Ghi chú: Nói một cách thực hành thì góc p= (d; (2) là góc сйа Jo 

đường xiên và hình chiếu trong dinh lý ba đường vuóng góc. 
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IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 

Bài 98 

Cho hình chóp S.ABC có SA 1(ABC), SA = а và tam giác ABC đều cạnh a. 
— I NA —Á M ài 

a/ Tính [SB; (ABC)] b/ Tính tan[SC; (SAB)]. 






Giải 

SB : là đường xiên 
AB : là hình chiếu 

=> o- KBS = TSB; (ABC)] 

= ф = 45? (ycbt) (vi ASAB vuông cán tai B). 
b/ Gọi I là trung điểm AB và để ý thấy hai mặt 
phẳng : (ABC) 1 (SAB) theo giao tuyến AB. 

— CIL AB (vì AABC đều) 
SC : là đường xiên 
SI : là hình chiếu 


> p = Сї = TSC; (SAB)] 


Xa uy f Ar ор v cara C S аш 


a/ Để ý :SA 1 (ABC) > | 





= CI 1 (SAB) > | 


Bài 99 
Trong mặt phẳng (œ) cho hai điểm phân biệt B và C. Xét điểm A ở ngoài (a) sao cho 
КВО = AOB. Chứng minh rằng : [AB, (œ)] = [AC, (œ)]. 
Giải 
Để ý : KBC = XGB > AABC cân tai А (1) 
Dung AH là đường vuông góc hạ từ A xuống (a). 
em các đường xiên 
HB ; HC : là các hình chiếu theo thứ tự đó. 





Từ S АВ = АС 
— НВ = HC (hình chiếu tương ứng của các đường xiên có độ dài bằng nhau) 
= AAHB (8 = 909) = AAHC (A = 909) (cạnh huyền - canh góc vuông) 

=> KAA -= KON (tươngứng) 5 (AB; (ABC) = (AG; (ABC)) (dpem). 


Loại 3: XÁC ĐỊNH СОС N| DIES YÀ GÓC СОА HAI МАТ PHÁNG 


L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp được thực hiện qua hai khả năng : 


0° 









Phương pháp 1 
Xác dinh o bằng cách dựng theo định nghĩa. 
O Phương pháp 2 
Xác dinh gián tiếp ç bằng định lý diện tích và hình chiếu. 
O Phương pháp 3 
Trong thực tế, người ta dựng và tính góc của 2 mặt phẳng 
bằng định lý ba đường vuông góc : 
Góc của đường xiên và hình chiếu là góc của mặt phẳng 
chiếu (a) và mặt phẳng bị chiếu (B) tao bởi đường thẳng Ф 
và đường thẳng © : p = АМН - [(G); (91 
© Ghichú: 0< ¿<180° >ø= (Q = а); (BJ) là góc nhị diện (d). 
0< o <90° > ø là góc của hai mặt phẳng (a) và (P). 


IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 

Bài 100 

Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Tính góc phẳng của nhị diện (A; BC; D). 
Giải 

1/ Gọi M là trung điểm CB và G là trọng tâm ABCD, ta сб: 

(AM: là đường xiên 

ЛОВ AMO ыы 


Mà CB LDM = BC 1 AM (định lý ba đường vuông góc) 


> p= CMA = (A; BC; D) 




















B 
p 
pu SS Sg i ap u SN з=н ue š 
Ta có : 2 3 2 6 
AM = 3*3 
2 


aX43 a4 3 1 1 
= cosp = ——:——=— => = arccos | — cbt). 
VI CN P ? p (ycbt) 


Bài 101 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD canh a; SA L (ABCD) và SA = a. 
Tính các góc phàng cúa nhi diën sau : 





a/ (SBC; ABCD) b/ (SBC; SDC). 
Huóng dán 

SB : là đường xiên 

AB: là hình chiếu 


a/ Та có : SA L (ABCD) = | 
——— 
= g = SBA = (SBC; ABCD) là góc nhị diện trong ycbt. 
ASAB vuông cân tai А > ç = = (ycbt). 


b/ Hai tam giác vuông SBC và SCD bằng nhau trong không gian nén có chung chân đường 
cao M của hai đường cao BM và DM theo thứ tu đó : 


xm C HB 
= Bp = BMD = (SBC; SDC) là góc nhị diện trong ycbt. 
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Ta có: 12220655526. TỶ SES 
вм? SB? BC” NA, а? 
Định lý hàm cosin trong ABMD, ta сб: 


BM? + DM? - BD? 
cosp =——————— = —Ñs'P T 


2BM.DM 2 2 
2. а 
g3 


Góc tù của nhị diện là : В = = (ycbt). 





Bài 102 

Cho ba tia Ox; Oy; Oz trong không gian sao cho &Oy = 1209; $Oz = 900; 26% = 60°. Trên ba 

tia ấy lần lượt lấy các điểm A; B; C sao cho OA = ОВ = ОС = a. 

1/ Xác dinh hinh dang của AABC và vi trí của chân đường vuông góc ha từ O xuống (ABC). 

2/ Tính các góc đo mà (OBC) và (OCA) tạo với (ABC). 
Giải 







ЛАОС đều => AC =OA =a 


1/ {ABOC vuông cân ở О — BC = a2 


.AAOB cân ở О có АОВ = 1200 
25 AB = 2 94⁄3 = а уЗ 


=> АВ? = AC” + СВ? 

=> AABC vuông ở С. 

Để ý : OA = OB = OC nên chân đường vuông góc H 
hạ từ O xuống (ABC) chính là tâm đường tròn ngoại 
tiếp AABC hay H là trung điểm của AB (ycbt). 

2/ Gọi I; J lần lượt là trung điểm của BC và CA. 

Ta có : HI 1 BC và HJ 1 AC 

Do định lý ba đường thẳng vuông góc ta có: OI L BC và ОЈ 1 AC 

= ,góc của (ОВС) với (ABC) là : OTA = а 

(góc của (OAC) với (ABC) là : OJN = p 





a 
AOHI vuông ở H cho : tana = = Es 2-1 = а = 45? 
2 
= 
AOHJ vuông ở Н cho : tanp = 9H...2. = -Ls 8 ~arctan-L (ycbt). 


2 


HJ BC = 5 
2 


Bài 103 


Cho hình vuông ABCD canh a. Ax và Cy là các nửa đường thẳng cùng vuông góc với mặt 
phẳng hình vuông và cùng ở về một phía đối với mặt phẳng hình vuông. Gọi M và N lần lượt 
là hai điểm trên hai nửa đường thẳng ấy. Đặt AM = x; CN = y. 

1/ Góc phẳng của nhị diện (M, BD,N) là góc nào ? 

2/ Tìm hệ thức giữa x và y để (MBD) L (NBD). 











54 


Giải 
V Ta có : (BO+0A (O là tâm hình vuông) 
BOLAM (gt 


Cho nén : BO 1 (AMO) > ВО 1 OM 
POS i. Щ 
Tương tu ta cũng có: ВО 1 ON > (M, BD,N) = MON 
2/ (MBD) 1 (NBD) + MON - 90? 
© МОХ + ХОС 290? (1) 


f f 
пап МОХ -= „ 2 











AO а-ә 
MIR T" CN n J2 
lan OC ae ЕЧ. 
| OC a42 2y 





2 
Do đó (1) tương đương với : tan MOA = cot ХОС < z a2 — xy = = (ycbt). 


sứ 2y 





Ш. GIẢI TOÁN THI 
Bài 104 (DAI HỌC KHÓI B - 1975) 


Cho hinh chóp S. ABCD, đáy ABCD là một hình chữ nhật, mặt bên SCD vuông góc với mặt 
phẳng đáy và là một tam giác vuông tại S, SCD - o. Mặt bên SAB tạo với mặt phẳng đáy 
một góc В = 90° - a. Gọi SH, SE theo thứ tự là đường cao của các tam giác SCD, SAB. Biết 


SH + SE = m, tính : 
a/ Thé tích của hinh chóp S.ABCD 
b/ Tông diện tích của hai mặt bên SAD, SBC. 
| Giải 
a/ Ha SH 1 CD. Vì mặt bên (SCD) 1 (ABCD) = SH 1 (ABCD). 


Hạ HE 1 AB; khi đó theo định lý ba đường vuông góc ta có 
SE chính là đường cao của tam giác SAB. 


Trong tam giác vuông HSE 
=> SH = SEsinß = SEsin(90" — a) 
= SEcosa 





Do: SH+SE=m > SHỈ1+ 1 | =m 
COS œ 





= SH = m cos œ 
1 + cosa 

Lại сб: АР = НЕ = SH.cotf = SH.tana 

Trong tam giác vuông HSC ta có: НС = SHcotœ 

Trong tam giác vuông HSD, ta có: HD = SHcot(907 - a) 

= HD = SHtana (vi ASDC vuóng tai S). 

5 DC = HD + НС = SH(tana + cota) 


Lúc đó điện tích hình chữ nhật đáy là : 


(ở đây a z 90°, vì ASCD vuông tai S) 


SH? 





В = DC.DA = SH*tana (tana + cota) = SH*(1 + tan*a) = ° 
cos“ q 


Do đó thé tích hình chóp S.ABCD là : 


3 
= lou = lem T N = — (ycbt). 
3 cosa 3(1 + cosa) 


b/ Ta có SD L AD (theo định lý ba đường vuông góc) => ASDA vuông tại D 




















và SD = — = = (vì ASDH vuông tại H) 
sinSDH cosa 
| W x SH 
Tương tự ta cũng có ASHC vuông tai H và SC = — 
sina 
Nhu váy ta có : 
dt(ASAD) = 1 ADSD = анла e: = log. а 
2 2 cosơ 2 cos? а 
dt(ASBC) = -BOSC - І8нНіапа Н - І6н?_1 
2 2 sina 2 соѕа 








2 


=> dt(ASAD) + dt(ASBC) = ‚зн sina _1 J 
2 cosa соза 


c — dWASAD) + dt(ASBO) = gp? mem es 
2 COS Q 


8.3 
& - MASAD АНС) 2 леа) rb. 


2(1 + cosa)? 
Bài 105 (DAI HOC Y - DUOC - NHA - 1977) 
Cho hinh chóp V.ABC có đáy ABC là một tam giác đều cạnh bằng a. Giả sử mặt bên 
(VBC) vuông góc với mặt đáy (ABC), còn các mặt bên (VAC), (VAB) lần lượt hợp với mặt đáy 
(ABC) thành hai góc nhị diện bằng nhau có số đo bằng 1/3. Gọi D là trung điểm của BC trong 
mặt phẳng (ABC), kẻ DE vuông góc với AC. 
1/ Chứng minh rằng AD vuông góc với VD. 
2/ Chứng minh rằng VE = 2DE. 
3/ Tính diện tích toàn phần của hinh chóp V.ABC 
Giải 
1⁄ Ta có : (VBC) 1 (ABC) theo giao tuyến BC nên, ta có : 
AD L BC = AD 1 (УВС) = AD 1 VD (đpem). 


2/ Theo dinh lý З đường vuông góc — AC 1 VE 


—av D 
=> o- VAD - [(УАС); (ABC)] = 3; mà DE 1 VD 











=> AVDE là nửa tam giác đều => VE = 2DE (dpcm). 
3/ Dién tích toàn phán cüa hinh chóp. 
Sip = Svpc + 2SvAc + SABC (vì AVAB = AVAC) 
а? үз 


4 





= 8, = 1 BC.VD + 2.1 АСУЕ + 
оа 2 
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VEJ/3  2DE/3 За 








feo: ур Ver A 
2 2 4 
М: VE= ig. V 
1 dà E a? 3 
= Sç = —8.— + а. ^ 
2 Ж 4 
9s - 2 (84643 P За a. 2/8 3)  (ycbt). 


Bài 106 (DAI Ác SƯ PHAM TP.HCM - KHÓI B - 1977) 


Cho tam giác cân OAB (OA = OB = a), đặt KOB - 0. Từ O ta dựng đường tháng vuông 
góc với mặt phẳng (ОАВ), và trên đó lấy đoạn OC bằng a. 

a/ Chứng minh rằng ACAB là tam giác cân. Tính các góc và điện tích S của ACAB theo a và Ө. 
b/ Từ C ta dựng một đường thẳng thẳng góc với mặt phẳng CAB và trên đó ta lấy đoạn CD = CA. 
Tính các góc và diện tích S' của ADAB theo a và 0. Tính sin0 để S là trung bình cộng của S' 
và điện tích của AOAB. 


c Gọi l là trung điểm AB. Chứng minh rằng bốn điểm I, O, C, D cũng nằm trong một mặt phẳng. 









Hướng dẫn 
a/ CBA = CAB = arccos reins = ACAB cân 
Т АЖЫ. 
АВС = E arccos nh 
2 423 2 


= § = e'sin f 4 cos? id (ycbt) 
2 2 


b/ DBA - DAB - arccos sin 





KDB = AE arccos| зіп) 
2 02 2 


Е — JI 
— ; 02 — bt). 
2 sin 1 (yc 


cọ 8 = ап 2 3 + cos 
c/ Độc giả tự giải. | 
Bài 107 (DAI HOC KIẾN TRÚC TP.HCM - 1994) 
Cho hình vuông ABCD canh a trong mặt phẳng (P). Hai điểm M; N lần lượt di động trên 
hai cạnh CB và CD. Đặt : CM = x và CN = y. Trên đường thẳng At vuông góc với (P), lấy 
điểm S. Tìm liên hệ giữa x và y để : 
l/ Các mặt phẳng (SAM) và (SAN) tạo với nhau góc 45°. 
2/ Các mặt phẳng (SAM) và (SMN) vuông góc với nhau. 


Giải 








SA 1 AM 


1/ Ta có : SA 1 (ABCD) 
= M nain 
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+ [(SAM (SAN) = MAN = 


Ф |а 
ün 









Đặt : BẤM = p; DAN = ø; ta có : ø +B = т 
> us е ча sap. (1) i 
1 - tana.tanß ' 
еа 224 
Mà : " ; thay vào (1) 
tanp = 





(1) 


a 
e a-x а-у , (a-yXa-x 


a a а? 
© a(2a - x - у) = a° - (a – x)(a — y) 
«€» x = 2a (ycbt). 
2/ Та có : (SAM) 1 (SMN) = АМ 1 MN 
& AN? = АМ? + MN? 


< а? + (а - y = а? + (а - х)? + х? + y? 


<> x? = а(х – у) (ycbt). 
Bài 108 (ĐẠI НОС GIAO MINE VÀN TÀI - 1998) 





Đặt : AB =a > AC = ау2 
Thiết diện của hình chóp qua А và vuông góc với cạnh bên đối diện SC tại К, cắt SD; SB 
tại M; N. 
Trong mặt phẳng (SBD), ta có : же = 
: BD 1 (SAC) > BD 1 SC 
— MN // BD 
Mà: BD 1 (SAC) 


=> BD L AK > MN 1 AK 
1 
Suy га: SŠSAMKN = TARMAN (1) 
Để ý thấy hình chiếu của SC lên (ABCD) là OC 


`“... л 
=> góc giữa cạnh bên và mặt đáy là : [SC; (ABC)] = KGS = Œ; [o «a < z) 


sina 55 => АК = a42sina 
AC 


MN//BD Эш. АРЕН de 
BD 


SO | SO 


Với : 
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Mặt khác : КО'О = АС5 = G 


(2) MN | 
=» 00' - la 2 cota > —— = 1 – cot?a 
2 BD 


=> MN =(1- cot? a).a V2 
Ta có : SAMKN = 2 Sanc: [o < & <3] 


c AK. MN = aš; оа ст 


e (aJ 2 ѕіпо 1 - cot? œ).a42 = a?; (o <а < z) 





«+ 2(2sin?a - 1) = sina < 4.sin?a - sina - 2 = 0; | 


1 + 433 
8 


> Sina = thì thỏa : |0 <а <3) 


Vậy : œ = arcsin 1 £ 88) (ycbt). 


Bài 109 (ĐẠI HỌC SU PHAM VINH - KHÓI G - 1999) 
Cho hình chóp S.ABCD, có đáy ABCD là hình vuông, cạnh bên SA vuông góc với mặt 
phẳng đáy, SA = AB = a. 
1/ Tính diện tích tam giác SBD theo а. 
2/ Chứng minh rằng các đường thẳng BD và SC vuông góc với nhau. 
3/ Tính góc giữa đường tháng SC và mặt phẳng (SBD). 
Giải 
l/ Gọi O là giao điểm của AC và BD, ta có : 
BD 1 CA = BD 1 (SAC) > BD 1 SO. 


Khi đó : SASBD = > SO.BD 











BD = ау? 


SO = VSA? + AO? 35, 


6 2 
= SASBD = La E = S 8 (ycbt). 


2/ Ta có: BD 1 (SAC) > BD 1 SC.(dpem) Ë 
3| Dựng : CH L SO 
Vì : BD 1 (SAC) = BD L CH; nén : CH 1 (SBD). 
Hay góc tao bởi SC và mặt phẳng (SBD) là CSO š 
Ta có : ASAO œ ACHO 


Với : 














a6 

SA SO 2 a 

— = — = = 3 CH = — 

2 Hc Окы 5 = J3 
2 
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Khi đó: sinCSO = u - z 085 < arcsin < (ycbt). 


Bài 110 (ĐẠI HỌC Y KHOA HÀ NỘI - 1999) 





BỊ LAO SA1(ABC) = SALBI 
BILAC 
=> ВІ 1 (SAC) > BI L SC (2) 


Từ (1) & (2) > SC 1 (ВЫ) = IJ 1 SC. 
Khi dó, góc pháng nhi dién canh SC là : 
o = 60 = ЕЛ. 
Do ABIJ vuông tai I. 
Nên : ÉJI - 60" — ABIJ là nửa tam giác déu. 





e BRUST аз e “Жел ДЕ: = (3) 
2 BL. 3 Rr 
ASBC vuóng tai B 


Mặt khác: 4^7 x 
BSC 


= ASBC vuông cán tai В = SB = BC 

















sina = AB AB — AB - BC.sina 
SB ВС 
Trong AABC vuóng tai B có : 
1 1 i 1 1 
—— Ukku. а — —. +1 (4) 
BP >" ABA ВГ" aer aor J 
Trong ASJB vuông tai J có : 288 = = 
: : 1 2 
= ASJB vuông cân tai J = SB = /2.BJ > — = — 
BJ BC 
(3)&(4) 
ВС“ \ sina 3 BC 
1 8 1 5 
—— — +1=— — X Pis 
sin“ а 3 sina 8 
© sina = 5. (do 0 < a < m) 


=$ ü = arcsin 15 (ycbt). 


60 


ĐỀ TƯƠNG TỰ 
Bài 111 (ĐẠI HỌC TÓNG HỢP TP.HCM - KHỐI C, D — 1994) 


Tứ diện OPQR có các mặt ở đỉnh O bằng 1v. Gọi A, B, C theo thứ tu là trung điểm các 
cạnh PQ, QR, RP. Chứng minh : 


a/ Các mặt tứ điện OABC là những tam giác bằng nhau. 
b/ AABC nhọn. 


c/ tanA.tanB = 2 biết nhị diện canh OA của tứ diện OABC là nhị diện vuông. 
Hướng dẫn 5 
а/ ОА = PQ và BC = ;PQ = OA - BC 








OB = AC; OC = АВ = dpcm. C A 
b/ AABC œ APQR = dpcm. 
i CH? 
c/ Tù tanBtanC = (1) 
HA.HO 
Ta сб: HC? = 2HA.HO thay vào (1) > dpcm. ¿ Y E 


Chuyên đề 7: CÁC LOẠI THIET DIỆN TẠO THÀNH 
VỚI VẬT THỂ HÌNH HỌC 












CÁC DINH LY GIAO TUYÊN SONG SONG 


O DL, : Một mặt phẳng tùy ý (y) song song với giao tuyến (d) của hai mát phẳng phán biệt 
(a) và (B) thì (y) cắt trở lại (a) và (B) lần lượt theo các giao tuyến a, b và : a // b // d. 








О DL, : Một mặt phẳng tuỳ ý (y) cắt lần lượt 
hai mặt phẳng song song (a) // (B) theo hai 
giao tuyến song song a // b. 


L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp là sử dụng định lý giao tuyến song song và số điểm chung của hai 
mặt phẳng trong vật thể bằng cách thực hiện hai bước cơ bản : 


О B, : Tìm tất cá các giao tuyến mà một mặt phẳng cắt tùy ý (о) trong giả thiết có thé cát 
được tất cả các mặt (mặt bên, mặt đáy) của một vật thể hình học. 


O В, : Nối liên tiếp và khép kín các đoạn giao tuyến đó trên vật thể hinh học ta được hinh 
đa giác phẳng gọi là thiết diện. 
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© Ghi chú : để tiên lợi có thé phán chia thiết diện ra làm sáu dạng nhỏ : 
« Dang 1: Mặt phẳng cắt sẽ quay quanh một cạnh vật thể tao ra thiết diện. 
• Dang 2 : Mặt phẳng cắt sẽ song song với một cạnh hoặc hai cạnh của vật thể tạo ra 
thiết diện. 
• Dạng 3: Mặt phẳng cắt sé song song với một mặt phẳng của vật thể. 
• Dạng 4: Mặt phẳng cắt sẽ chán hai mặt phẳng của vật thể. 
• Dang 5: Mặt phẳng cắt sẽ thẳng góc với một đường thẳng của vật thé. 
• Dạng 6: Mặt phẳng cắt sẽ vuông góc với mặt phẳng của cố thé. 
© Ghi chú : Khi khảo sát thiết diện mà đã biết са sự song song và sự vuông góc thì các loại 
thiết diện sẽ được phán loại đây đủ. Điều đó lý giải cho viéc sắp xếp chuyên dé 7 đứng ở 
ui trí này trong sách. Dù điều đó là muộn nhưng lại đạt tính đây đủ cao ! 


П. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 


Dạng 1 : MẶT PHẲNG CẮT SẼ QUAY QUANH MỘT CẠNH VẬT THỂ 
TẠO RA THIẾT DIỆN 


Bài 112 
Gọi I, J lần lượt là trung điểm của hai cạnh BC và CD trong tứ điện ABCD. Một mặt œ 
qua LJ cắt các cạnh AD và AB lần lượt tại M và N. 
a/ Hinh tứ giác IJMN ? 
b/ M và N phải ở vị trí nào để tứ giác IJMN là hình bình hành ? 
Giải 

a/ Để ý (a) quay quanh IJ nén (o) // BD; vi BD // IJ 

= (a) ^ (ABD) = MN // BD 

Thiết diện nhận được là hinh thang IJMN (hai đáy IJ và MN) (ycbt). 
b/ Khi hinh thang IJMN là hinh binh hành cán phái có : 


IJ = МХ < MN là đường trung binh AABD б 
«€» M, N thứ tự là trung điểm AD và AB theo thứ tự đó (ycbt). d 


Bài 113 


Cho một điểm S ở ngoài mặt phẳng chứa hinh thang ABCD(AB//CD). Một mặt phẳng qua 
AB cắt các cạnh SC và SD lần lượt tại C' và D'. Hãy nói rõ hinh tính thiết diện mặt phẳng 
(œ) cắt hình chóp S.ABCD tạo ra. 


и Hướng dẫn 
Độc giả tự giải và được thiết diện là hình thang ABC'D' (đáy AB; CD). 
Bài 114 
Cho nửa hình lục giác đều ABCD nội tiếp trong vòng tròn O đường kính AD, S là một 
điểm ở ngoài mặt phẳng (ABCD). Qua BC vẽ một mặt phẳng lưu động (Q) cắt các đoạn SA và 


SD tại M và N. Hình tính của thiết diện ? Thiết diện này có thể là hình bình hành không ? 
Xác định vị trí của thiết diện là hình bình hành lúc đó ? 
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Hướng dẫn 
Thiết diện tùy ý thông thường là hình 
thang ADMN (AD // MN). | 
Thiét dién dó là hinh binh hành khi và chí khi: 
М = M, : trung điểm SA 


> (ycbt). 
№ = No : trung điểm SD 





Bài 115 
Cho một hình vuông ABCD, S là một điểm ở ngoài mặt ABCD. Gọi A', B' là trung điểm 
SA và SB. Một mặt phẳng (y) lưu động qua A'B' cát SC và SD tại C' và D'. 
a/ Hinh tính thiết diện mà (y) cát hinh chóp S. ABCD tao thành ? 
Ы Gọi I là giao điểm của A'D' và B'C'. Tim quj tích I khi C' vạch đoạn SC. 
Ç Gọi J là giao điểm của A'C' và B'D'. Tim quỹ tích J khi C' vạch đoạn SC. 
Huóng dán 
a/ Thiết điện là hình thang A'B'C'D' mà hai đáy A'B' 
và CD' (yebt). 
b/ Quỹ tích I là hai tia nằm trên đường thẳng xSy bỏ 
đi những điểm trên đó nằm trong đoạn SS,, với 
So = CB' ^ xSy 
và Sx c xSy = (SAD) ^ (SBC) (ycbt). 
c Quy tích J là đoạn : 
SO; c SO = (SAC) ^ (SBD), - 
trong đó О, = DB' ^ SO (ycbt). 











Bài 116 
Cho tá dién ABCD và mót diém M bát ky trén canh AC. Mót mát pháng (P) qua M cát các 
cạnh BC, BD và AD tai N, R và S. Hãy nói rõ hinh tính thiết diện trong mỗi trường hợp sau : 
a/ (P) song song vói CD. b/ (P) song song vói AB và CD. 






Giải 
(P) ^ (ACD) = MS// CD 
(P) ^ (BCD) = NR // CD 


kéo dài MN: MN ^ АВ = E 
nói ER :ER^ AD = S 


Thiết diện nhận được là hinh thang MNRS (MS // NR) (xem h.1). 


a/ Khi (P) // CD = (ACD) ^ (BCD) > | 


Dung hình bằng cách : | 


63 


(P) ^ (ACD) = MS // CD 
(P) ^ (BCD) - NR // CD 
(P) ^ (CAB) - MN // AB 
(P) ^ (DAB) - SR // AB 


Thiết diện nhận được là hinh bình hành MNRS (h.2). 
Bài 117 
Cho tứ diện ABCD có AB trực giao (vuông góc) với CD.Biét AB = CD = AC - a. Trên canh 
AC lấy điểm M định bởi AM = x. Qua M kẻ mặt phẳng (P) song song với AB và CD, cát các 
canh BC, BD và AD tai N, R, và T. 
a/ Tim hinh tính thiết điện và cát tứ điện ABCD ? 
b/ Tính dién tích S cüa thiét dién dó theo a và x. 
c/ Dinh x dé S dat gía tri lón nhát. Tính tri só lón nhát này ? 
d/ Tính x dé S = m? (m? : số duong cho sån). Biện luận. 

Huóng dán 


(P)// CD = (ACD) ^ (BCD) > | 
b/ Khi : 
(P)// АВ > (САВ) ^ (DAB) => | 









a/ Để ý khi (a) qua M, ta có : 
(P) ^ (CAB) = MN // AB 
(P)// AB = (CAB) ^ (DAB) => корсем - RT // AB 


/ CD = D 








AB 1 CD 
Hon nüa : Unique = MN L МК 
Do đó thiết diện nhận được là hình chữ nhật MNRT (ycbt). 
MT /CD S г; = A e MT =CD. TC = а.® ox 
b/ Theo dinh lý Thalès ta có : : 
indus Lucan Lea 
AB CA CA a 
Lúc đó : diện tích S của thiết điện chữ nhật MNRT tính theo a và x là : 
S = S(x) = MT.MN = х(а - x) (1)  (ycbt). 
c Nhận thấy khi AM = x, trong (1) сб: ` 
0<a-x<a 
Áp dụng BĐT Cauchy cho hai số không âm x và a - x. 
(1) an 2 
= S(x) = x(a — x) < USE «€» S(x)« + (2) 


Trong (2), dấu đẳng thức xảy ra < x =a - х < x = = € [0; a] 
2 
Vậy max S(x) = s2) = М (xảy ra khi x = 3 hay M là trung diém AC) (ycbt). 
&x&a 
d/ Cho x(a - x) = т? => Độc giả tu giải. 
Bài 118 
Cho tứ diện ABCD có AB = a, CD - b và AC - c.Goi M là điểm bất kỳ trên canh AC. 


a/ Qua M vẽ mặt phẳng (a) song song với các canh AB và CD. Mặt này cắt các canh BC, BD, 
AD của tứ diện tai N, R, S theo thứ tu đó. Tìm hinh tính thiết diện; khi nào thiết điện trở 
thành hình chữ nhật ? 

b/ Khi nào thì diện tích thiết diện trên lớn nhất ? Xác định giá trị lớn nhất đó và vị trí thiết 
điện với giá trị lớn nhất đó ? 
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Giải 
a/ Tương tự bài 117 ở trên thiết điện nhận được là hành binh hành MNRS. 
Thiết diện đó là hình chữ nhật < AB 1 CD (ycbt). 
Ы Ta có : у, = 
AR Lf. дин. Жер) 
АВ СА с 


Để ý АВ; CD cố định không gian vì tứ diện là cố thể. 

= @ = MNR - (AB; CD) = (const) 

Gọi S là điện tích thiết diện bình hành MNRS, ta сб: 
5 = Б) = SM.MN.sino = “SPS xc - x) 











i +e-xÝ i 
BDT Cáuchy 25280570 Sb.sino[x+e-x)-.. ga Sbtine тор 
b 42-4 ) 4 


Dấu dáng thức trong (1) хау ra © x =c - x €> x = 5 


absino 
=> тах S = — =» 
Os x<c 


хау ra <> х = š (lúc dó M trung điểm AC) 


absino 


Vậy max S= tương ứng (ơ) qua 4 trung điểm 4 cạnh AC, BC, BD, AD theo thú tự 
<x<c 


đó; tương ứng MNRS là hình thoi (ycbt). 
Bài 119 
Cho tứ diện đều SABC cạnh a và một mặt phẳng lưu động (x) qua S song song với BC, Cắt 
AB à M và AC ởN. 
a/ Hình tính thiết điện của (x) với tứ điện? 
b/ Chứng tỏ (z) chứa một đường tháng cố định. 
Đặt AM = x. Tính tổng y các bình phương các cạnh tam giác SMN, vẽ đồ thị y = y(x). 
Giải 

a/ Thiết điện nhận được là tam giác SMN cân tại S (ycbt). 
b/ Để ý từ S dung (d) // BC 

i có dinh 

(d) - (SMN) ^ (SBO) 








Do đó (x) chứa (d) có định (pem). 
c/ Ta có từ dinh ly Thales, khi MN // BC. 


ЭШ AM € MN = bẻ = L: 
BC АВ AB 


Xét ASAM = ASAN (với chú ý SÂN = SÂN = 60°) 


= SN = SM = Jsa? + AM? - 2SA.AM cos 609 


= үг Ф эк; 
2 


= SN = а? ьх? = АЕ 
Do đó : у = MN? + SM? + SN? = x? + 2а? + 2x” - 2ax 
= y = 3x” - 2ax + 2а? có đô thi là cung Parabola ASB (ycbt). 








= X 
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Bài 120 
Cho AABO vuông tại O, C là trung điểm của OB và một điểm D ở ngoài mặt phẳng chứa 


tam giác sao cho OD trực giao với AC. Một mặt phẳng (ơ) lưu động song song với AC và OD 
cắt OA, AD, BD, OB lần lượt tại M, N, R, S. 


a/ Hay nói ró hinh tính tú giác MNRS ? 
b/ Cho biết thêm OA = OC = OD = a và đặt OM = x. Tính diện tích y của tú giác trên theo a 
và x và giá trị lớn nhất của y ? 
Huóng dán 
а/ MNRHS là hinh thang vuông tai M và S (ycbt). 
b/ Gọi y là diện tích MNRS. 
Khi đặt : OM = x 


|MS = xv2 MN + RS 

=> MN -а-х = у = — 186 
Rg- 28 - x 
l 2 


_ w2 Se 4a - 3x + 3x Y 
1 2, 


——(4a - 3x)(3x) < —— 
2 2 ) 





= y < va? hay E © 4a-3x-23x eo х= 22 (ycbt). 


0<0<a 
Bài 121 
Cho hình thang ABCD (AB là đáy lớn) lấy một điểm S ở ngoài mặt phẳng ABCD. Mặt 


phẳng f quay quanh AD cắt SB, SC tai P, Q. Tìm thiết diện tạo được và quỹ tích giao điểm 
J= AQ су DP. 





Huóng dán 
Theo cách dựng thì thiết điện là tứ giác lỏi APQD (ycbt). 
Gọi O = AC ^ BD = SO = (SAC) ^ (SBD) 


AQ c (SAC) z 
fe oso = AQ = DP = J є SO 


[Q= P = = A 
Khi: [Q=P=S 458 


 1QaC;PAB—Js0 N 
Độc giả tự làm phán đảo, ta được quỹ tích J là 


đoạn SO (ycbt). 
Bài 122 | 
Cho hinh chóp S.ABCD có dáy ABCD là hinh binh hành. Goi M, N, P lán lugt là trung 
điểm của SA, BC và CD. Hãy dung thiết diện của hinh chóp khi cát mp(MNP). 


Huóng dán 
Đường tháng NP // BD, nén cát các đường tháng 
AB, AD lần lượt tai I và J; tương tu IM và SB cùng 
thuóc mát pháng (SAB) và chüng khóng song song 
nén cát nhau tai E. 
[E c SB 
[E € (MNP) 


= E = SB ^ mp(MNP). 


Để ý : 









Ta có : 
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Tương tu như vậy ta cùng xác định được giao điểm: F = SD ^ mp(MNP). 
Vậy thiết điện của hinh chóp S.ABCD với mp(MNP) là ngũ giác MENPF (ycbt). 


Dang 3 : МАТ PHẲNG CẮT SẼ SONG SONG VỚI MỘT МАТ PHẲNG СОА УАТ THỂ 
Bài 123 
Cho hình thang ABCD có hai đáy AD và BC. Gọi 8 là điểm bất kỳ nằm ngoài mặt phẳng 
(ABCD). Trên đoạn AB lấy điểm M. Qua M dựng mặt phẳng œ song song với mặt phẳng 
(SBC). Xác định tính chất thiết diện MNPQ mà a cắt hinh chóp S.ABCD tạo thành. 
Giải 
Để ý khi (a) qua M và đồng thời (a) // (SBC) 
(0) // SB > (a) ^ (SAB) = MN// SB 
(a) ^ (ABCD) = MQ // BC 
Ar PS EET EBAD S end 
(a) // SC => (a) ^ (SCD) = PQ// SC 






Nối liên tiếp các cạnh giao tuyến tao thành đường 
khép kín trên hình chóp S.ABCD. 
Ta được thiết diện là hình thang MNPQ (2 đáy MQ // NP) (ycbt) 
Bài 124 
Cho hình vuông ABCD và tam giác đều SAB nằm trong hai mặt phẳng khác nhau. Gọi M 
là một điểm lưu động trên đoạn AB. Qua M kẻ mặt phẳng а song song với mặt (SBC). 
a/ Chứng minh thiết điện với hình chóp S.ABCD nhận được là hình thang. 
bí Tim quy tích giao điểm I của hai cạnh bên hình thang nói ở trên. 
Hướng dẫn 
a/ Độc giả tự giải và chứng minh được 
thiết diện là hình thang MNPQ (đáy lớn 
là MN) (dpcm). 
b/ Quy tích I là đoạn 51, song song với 
AB và DC, trong đó ОМП, là hinh binh 
hành (ycbt). 













Bài 125 
Cho tứ diện SABC mà đáy ABC là một tam giác vuông góc tai B. Cho SA = 3a, AB - 4a, 
BC = 3a. Từ một điểm A' trên canh SA sao cho SA' - x, vé một mặt phẳng (P) song song với 
mặt phẳng AABC. Mặt phẳng này cát SB và SC lần lượt tai B' và C'. Tính chu vi và dién tích 
thiét dién có dugc theo x. 







Huóng dán 

Thiết điện là AA'B'C' (B = 90?) 
Theo định lý Thalés ta có : 

АВ = AB. SA. = dai = £. 

| ЅА За 3 

вс - вс. ЗА ga X. a 

| SA 3a 

| SA' 2. X mns 

AC <AC——-= за?) tla ) o «Ва nr е 

| SA da 57759" 
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Chuvi: Жай $x +X + sx = 4x (ycbt) 

Diện tích : Sape = ABC = Lxx - x! (ycbt). 
Bài 126 
Cho tứ diện đều SABC canh a. Gọi I là trung điểm AB. M là một điểm lưu động trong 
doan AI. Qua M vé mót mát pháng (P) // (SIC). 
a/ Mặt (P) cát tứ diện theo hình gì ? b/ Tính chu vi y của thiết diện theo x = AM và a. 

Hướng dẫn 

a/ Thiết diện là APMN cân tại M (ycbt). 
b/ Ta có theo định lý Thalès như sau : 


MP = siÊM _ 833 x 
А129 






-43x > MN = МР = 3x. 


= 
2 


Tương tự : PN = sc 2 


= a.— = 2x 


t2| |м 


Do đó chu vi y của thiết diện là : 
y = 2( V3 .x) + 2x = 2( V3 + 1)x; Va (ycbt). 





Dang 4 : МАТ PHẲNG CẮT SẼ CHÁN HAI МАТ PHÁNG SONG SONG LIÊN ĐI 
ĐẾN VẬT THỂ 


Bài 127 

Cho một hinh thang ABCD có hai đáy là AB và CD. Gọi Ax, By, Cz và Dt là các nửa 
đường thẳng song song cùng chiều và không nằm trong mặt phẳng chứa hình thang. Một mặt 
phẳng (P) bát kỳ cắt 4 nửa đường thẳng trên lần lượt tại A', B, C', D'. 

a/ Hãy định rõ hình tính của thiết diện. 


b/ Gọi O và O' lần lượt là giao điểm của các đường chéo hình thang ABCD và A'BCTD'. Chứng 
tỏ OO' // Ax // By // Cz // Dt. 











Giải 


a/ Để ý (Ax; By) /(Cz; Dt) (1) 
(P) ^ (Ах; By) = A'B' 
(P) ^ (Cz; Dt) - C'D' 


5 AB'// CD' 
= Thiết diện là hình thang ABCT' (hai đáy là 
A'B' và CD) (ycbt). | 
b/ Xét hai mát pháng (Ax; Cz) và (Cy; Dt) có giao 
tuyến ОО’. 
Nhưng trong mỗi mặt phẳng có chứa Cz, By, song 
song nhau theo thứ tự đó. 
= OO' // Cz; By > ОО // Ax; Dt (theo tính chất bắc cầu) 
Vậy OO' // Ax // By // Cz // Dt (đpem). 
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Cho hình bình hành ABCD. Từ những đỉnh của hình bình hành này ta kẻ những nửa 


đường tháng Ах, By, Cz, Dt song song cùng chiều không nằm trong mặt phẳng ABCD. Một 
mặt phẳng (P) cát 4 đường thẳng trên tại A', B', C', D'. 

a/ Chứng minh (ABA'B) // (CDC'D'); (BCC'B) // (ADD'A) 

b/ Tứ giác AB'CD' là hình gì ? 





Giải 


= (ABATB) // (СОР'С') (dpcm). 


А AB // CD 
a Dé y: | 


A'A'// C'C' 
Tương tự : (BCC'B') // (ADD'A) (đpem). 
(P) ^ (ABA'B) = A'B 
(P) (срср) = СЮ’ 
А (P) ^ (CBCB) = BC 
(P) ^ CADD'A^ - A'D' 
=> A'B'CD'là hinh bình hành (ycbt). 
Bài 129 
Cho hai hình binh hành ABCD và A'B'C'D' không nằm cùng trong mát phẳng. 
a/ Chứng minh (AA'B) // (DD'C). 
b/ Mót mát pháng bát ky (P) cát AB, B'A', C'D' và CD tai M, N, R, S. Háy nói ró hinh tính 
thiết diện nhận được ? 


b/ Ta có : | = А'В' // C'D' 


= B'C' // ВРЮ 









Huóng dán 
Độc giả tự giải. 


Bài 130 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi I là trung điểm SA và M là điểm 
lưu động trên cạnh AD. Xét N là điểm thuộc SM thỏa IN // (ABCD). 

a/ Tìm quỹ tích các điểm N. 

b/ Trong câu này giá sử M chạy trên cả chu vi hinh bình hành ABCD. Tìm quỹ tích của N. 







Giải 
‚ [IN // (ABCD) 
ы Ta có : гс садр — IN // AD 
> N e IJ : là đường trung binh của ASAD. 
. ІМ = А = № =1 
"uc =s D—=N=J 


Đảo lại lấy điểm tùy y № є IJ. 
= INs//(ABCD) 
Vậy quỹ tích N là đoạn LJ (ycbt). 
b/ Gọi E, F thứ tự là trung điểm SC và SB. 
Tương tự ta có quỹ tích của N là chu vi của thiết diện hình bình hành IJEF (yebt). 
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Dạng 5 : MẶT PHẲNG CẮT SẼ THẲNG GÓC VỚI MỘT ĐƯỜNG THẲNG CỦA VẬT THỂ 


Bài 131 
Cho hinh chóp S.ABCD có SA 1 AB; BC 1 AB. Tìm thiết diện mà mặt a 1 AB tại M є AB 





cát hình chóp tao thành ? 

Giải 
(œ)/ BC 
(а) // SA 


(а) ^ (ABCD) = MN // BC 
(a) ^ (SBC) - PQ // BC 
(a) ^ (SAB) = PM // SA 
(a) ^ (SCD) = QN (không cán ghi ràng buộc) / 
Nối liên tiếp các giao tuyến MN, NQ, ӨР và PM thấy е 
chúng khép kín. 
Vậy thiết điện nhân được là hình thang MNQP (với 
hai đáy : MN > QP), được tô đậm như trong hình bên. 
Bài 132 
Cho hình chóp S.ABCD có SA 1 AB; tam giác ABC cân vuông tại C. Gọi M là một điểm 


lưu động trong đoạn AB. Tìm thiết điện mà mặt œ 1 AB tại M đồng thời (œ) L BC cắt hình 
chóp tạo thành ? 


Để ý (a) qua M, (a) L (AB) = | 





Do đó : 








Giải 
Ta có : (a) qua M và : 
fo 1 AB > (a)// SA c (SAB) 
(а) L BC = (a)// AC c (ABC) 
- ^ (SAB) = MQ// SA 
(a) ^ (АВС) = MP // AC 
Thiết điện nhận được là APMQ. 
Bài 133 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang đáy lớn CD và SA 1 CD; BD 1 CD. 


Gọi M là một điểm lưu động trên AB.Tìm thiết diện mà mặt œ qua M vuông góc với CD và cắt 
hình chóp S.ABCD tạo thành ? 








Giải 
== (CD 1 BD, (a) 1 CD > (o)// BD 
Dé M và 

Ў (0) qua М và 46 8A, (2) 1 CD — (a)// ВА 
| (a) ^ (SAD) = NP// SA 
(a) ^ (SAB) = MQ// SA 
(a) ^ (SBD) - PQ// BD 
(a) ^ (ABD) = MN // BD 


Thiét dién nhán dugc mà (a) tao vói hinh chóp S.ABCD là 
hinh binh hành MNPQ. 
Bài 134 
Cho hai tia Ax và By khóng dóng pháng, sao cho AB 1 Ax và By. Goi M, N là hai diém luu 


động trên Ax và By theo thứ tu đó còn I là một điểm tuy ý trên AB. Dựng thiết diện mà mặt 
phẳng ß qua I vuông góc với AB cắt tứ điện ABMN tao thành. 


(а) 78А = (SAD) ^ (SAB) > 
bể 
(a) // BD = (SBD) ^ (ABD) > | 


| 
! 
A 
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Giải 
Mặt phẳng (f) L AB tai I do đó : 
(В) ^ (BAM) = IL // Ах 
(B) ^ (AMN) = JK // Ax 
(B) ^ (ABN) = IJ // By 
ia» (BMN) = LK // By 


(B Ax = (BAM) ^ (AMN) > | 
> + * 
()⁄ Ay = (ABN) ^ (BMN) => 


Thiết diện nhận được khi (B) L (AB) tạo thành với tứ 
điện ABMN là hình bình hành IJKL (ycbt). 





Dạng 6 : MẶT PHẲNG CẮT SẼ VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG LIÊN ĐỚI CỦA VẬT THỂ 


L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp là quy đổi bài toán dựng thiét diện vuóng góc vói mặt phẳng 
(a) thành bài toán dựng thiết diện song song vói một đường thẳng, mà đường thẳng 
đó vuóng góc sẵn vói mặt phẳng (a) đã cho trong giả thiết tìm thiết điện : sau đó áp 
dụng định lý giao tuyến song song và phương pháp dựng thiết điện = (ycbt). 
IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 135 
Cho hình chóp S.ABCD có SA 1 (ABCD); SA = a và ABCD là hình vuông cạnh a, tâm O. 
Dựng và tính diện tích thiết diện qua SO và vuông góc với (SDC). 
Giải 

Qua O dung EF / AB 1 (SAD) với E є AD; F e BC 

= EF 1 (SAD) 

Do đó thiết điện nhận được là ASEF (Ê = 909) ycbt. 

Gọi S là diện tích thiết điện đó : 


E 2 2 ) 
= S = lgpSE- l, a? + [5 = =a Sa^ _a 5 (ycbt). 
2 2 | PS He ERO 4 4 


Bài 136 
Cho hinh chóp S.ABCD có ABCD là hình vuông tám O, canh a. Đường cao hinh chóp là 
SO. Gọi I là trung điểm CD và ç = [ SI; (BCD)] (o > 45°). Xét mặt phẳng а qua AB và vuóng 
góc (SCD). Xác định thiết diện của œ và hinh chóp và tính điện tích thiết điện theo a và о. 


Giải 



















Gọi J là trung điểm AB — CD 1 (SIJ) 
Mà CD c (SCD) > (SIJ) L (SCD) 

Ha JH 1 (SCD); H e SI 

Dựng EF qua H và EF // AB 

= EF 1 (SIJ) với E e SD; F e SC 


Thiết diện nhận được là hình thang cân ABEF 
(đáy lớn AB; đường cao JH) 


Trong AIHJ (ñ = 90") 
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si. 





É 2coso 
= (HJ - IJsino = asino 
HI = IJcoso = acoso 
1 
: EF SH 
Định lý Th t ASCD > — = — 
¡nh lý Thalës trong > D` Sĩ 





-acoso S 





a 
SI - HI zt 2cos o 
SI a 
2cos o E F 


«€» EF = CD 








«€» ЕЕ = a(1 — 2соѕ?ф) = -acos2o 
«€» EF = — acos29 (2o góc tù) D —=. cv 
Diện tích S của thiết diện là : 2 2 


2 
Sz „ HAEF + AB) = „ asino (a - асоѕ2ф) = T (1 — cos2o)sino (ycbt). 


III. GIÁI TOÁN THI 
Bài 137 (DAI HOC KHÓI B MIÉN BÁC - 1973) 
ABCD là một tứ diện tùy ý. Chứng minh rằng luôn luôn tón tại một mặt phẳng (P) cát tứ 
diện ấy theo một hình thoi. Hãy chỉ rõ một cách dựng mặt phẳng P. 
Giải 
Giả sử tồn tai mặt phẳng (Р) cắt tứ điện tùy ý ABCD theo 









hình thoi MNPQ. À 
MN // QP 
Ta có : 4MN c (ABC) 
QP c (DBC) 
> (ABO) ^ (DBC) = BC // MN, QP. 
=> BC //(P) (1) 
MQ// NP 
Tương tự : 4 МО c (BAD) 
NP c (CAD) 
= (BAD) ^ (CAD) = AD // MQ, MP = AD // (P) (2) 
MNP là hinh thoi > ММ = NP (3) 
Trong AABC ta có : MN // BC 2 laaan 
ВС -AC 
«€» BC.AN = AC.MN (4) 
Trong ACAD ta có: МР/Ар > № = CN 
AD AC 
€» AD.CN - AC.NP (5) 
5 AN AD 
Từ (3), (4) và (5) cho ta: BC.AN = AD.CN + ——- —— (6) 
CN BC 
Đẳng thức (6) chứng tỏ rằng mặt phẳng (P) chia đoạn AC thành hai đoạn thành phần theo 
Joa cuANS AB 
ty 80: ——=—— 
CN ВС 
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Như vậy mặt phẳng (P) có tính chất trên là tón tại và ta có cách dựng mặt phẳng (P) như sau: 
* Chia AC thành hai đoạn theo tỷ số : AN IS (7) 
CN BC 
Trong maét phaüng (ABC) keü MN // BC 
Trong maét phaüng (CAD) keü NP // AD 
Dựng mặt phẳng chứa MN và NP cát BD tai Q, đó chính là mặt phẳng (P) phái dung và 
MNPQ là hinh thoi. | 


MN AN 


MN // BC >——=—— © AC.MN = AN.BC (8) 
Thật vậy: Vì: ks A 
NP // AD > — =— © AC.NP=AD.CN (9) 
AD AC 
Từ (7) và (9) = AC.NP = AN.BC (10) 


Từ (7) và (10) 2 MN = NP. 
(P) ^ (DBC) = PQ / / MN 
(P) ^ (BAD) = MQ// NP 


Bài 138 (DAI HOC SU PHAM - 1976) 


Dáy cüa hinh chóp S.ABCD là hinh chü nhát ABCD có AD - BC - 2a và AB - DC - 5a. 
Gọi H là hình chiếu vuông góc của dinh S trên đáy ABCD. Biết rằng điểm H nằm trên đoạn 
thẳng IJ, trong đó I là trung điểm của AD và J là trung điểm của BC. Cho SH = 2a; IH = a. 

1⁄ Chứng minh rằng tam giác ISJ vuông. Tính giá trị góc nhị diện tạo bởi hai mặt phẳng 
(SAD) và (SBC). 

2/ Tính diện tích xung quanh và thể tích hình chóp. 

3/ Cắt hình chóp bởi một mặt phẳng vuông góc với LJ tại điểm K. Hỏi thiết diện là hình gì ? 
4 Giá sử IK = x. Gọi y là diện tích của thiết dien MNPQ (M, N, P, Q là bốn điểm của mặt 
phẳng thiết điện 1 (ABCD) vuông góc cắt bốn cạnh của hình chóp). Tính y theo a và x (xét 
trường hợp K nằm giữa I và H hoặc K nằm giữa H và J). 


Giải 


Đồng thời : | . Vậy MNPQ là hinh thoi (dpcm). 













1/ Xét AISJ ta có SH là đường cao : 
HI.HJ = HI.(AB - HI) = a(5a - a) = 4а? 
SH2 = 4a? 
= SH” = HI.HJ 
— AISJ vuông góc tại S (dpcm). 
Ta có :(SBC) ^ (SAD) = x'Sx 
SJ 1 BC SJ 1 x'Sx 
x: R SI L x'Sx 





= ISJ = 0 = ((SBC); (SAD)] = xSx 


> ISJ = а = 90° (đpem). 
2/ Diện tích xung quanh S,, của hinh chóp S.ABCD : 
S, = 2dt(ASAB) + dt(ASBC) + dt(ASAD) 


а /: 
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dt(ASAB) = dt(ASCD) = 5 x CD x SR 


Trong đó R là hình chiếu của S trên CD. Ta có : 
SR? = HR? + SH = а? + 4a? = ба? 


= SR = a5 


2 
dt ASAB) = dt(ASCD) = 2 хбаха aT. sd ЗЫ? 
dt(ASBC) = „BCx§J 2 5 * а х?ау5 z ds 


dt( ASAD) = 2 * АР х81= 2 2a xadB = a° уб 


= S. = Ba” V5 + 2a? 4/5 + a? J5 - 8a? 4/5 (ycbt) 
Thé tích V cüa hinh chóp S.ABCD : 


V= Sd ABCD)X SH 2 ;x2a s xn E (ycbt). 


3/ Bé ý tùy vị trí của M, N trên AB và CD ta có hai trường hợp thiết diện được viết góp nhu sau: 
Thiết diện (MNPQ) 1 IJ = (MNPQ)//BC // AD. 
Mặt phẳng (MNPQ) cát AB, CD, SD, SA (hoặc SC, 

SB) theo thứ tu M, N, P, Q. PQ cát SI (hoặc SJ) tai 

K', të сб: 

MN // PQ // BC// AD 
Vày MNPQ là mót hinh thang hai dáy là MN và 

PQ. Dé ý thấy hinh chóp nhận mặt phẳng (SIJ) làm 

mặt phẳng đối xứng = MQ = NP. 

Thiết diện MNPQ là một hinh thang cân (ycbt). 

4/ O TH; : K 6 trên HI. Ta có MN = 2a 














KK ER coo SHE AXE e day 
IH- SH IH a 
ОР - SK' _ HK _a-x ӨР > Z0 XE ata) 
AD - NE mj: a a 
Trường hgp này diện tích y của hình thang MNPQ là : 
= QP + MN xKK'= 2а – 2х + 2а x 9x 
2 2 
=> y=2x(2a - х) = -2x? + 4ax (0 < x < a) (ycbt). 
O TH; : K ở trên đoạn HJ (a < x < ба). Ta có : 
KK JK _ к, SHxJK 
SH JH JH 
KK = 2a x(5a-x)_ 5а – x 
4а 2 
QP SK _ HK E ix. = gp 2280—80) 
BC S1 TH ze 4a 4a 


QP = s (a < x < ба) 
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Trường hợp này diện tích y của hình thang MNPQ là : 
x-a 





m SỐ Vit sức. 
х QI + ММ KK- T2 За X 
2 2 2 
X+3 5a ~ ; ; 
=> y= =x [ = 1а + 2ax + 15a”). 
4 2 8 


Bài 139 (DAI HỌC SU PHAM - KINH TÉ - TÀI CHÍNH - 1977) 
Trong mặt phẳng (P) cho hình chữ nhật ABCD có các canh AB - 2a; AD = a. Tit A kẻ đường 
vuông góc với mát phẳng (P) và trên đó lấy đoạn AS - 3a. 

1/ Tính các đoạn SB, SC, SD theo a. 

2/ Chúng minh ràng các tam giác SDC và SBC là các tam giác vuông. 

3/ Mặt phẳng chứa DC cắt SA tai М và SB tai N. Hãy xác định tính chất của tứ giác 
CDMN. Đặt AM = x. Tính diện tích của tứ giác CDMN theo a và x. 


Giải 








l/ Ta có : 
e  SBˆ=SA”+ АВ? = 9а? + 4a? = 13а? 
= SB = ау13 (ycbt) 
° SC АС? + SA? = АВ? + ВС? + SA? 
=> SC? = 4a? + а? + 9a?- 14a? 
= SC = ау14 (ycbt) 
e SD: = Ар? + SA? = а? + 9а? = 10а? 
= SD = avI0 (ycbt). 
2/ Theo định lý 3 đường vuông góc, ta có : 
SA L(P) 
AD 1 DC 
SA і (Р) 
AB 1 BC 
3/ Tính chất của tú giác DCNM. 
Gọi (a) là mặt phẳng qua DC; (a) cát SA tại M và cát SB tai N. 
DC // AB — MN // DC // AB 
DC 1 (SAD) > MN L (SAD) = MN 1 MD 
Vày DCNM là mót hinh thang vuóng (hai dáy DC // MN chiéu cao là DM) (ycbt). 
Diện tích của tứ giác DCNM là : 


dt(DCNM) = = s x DM 


DM = Ар? + AM? = Ja! + x? 


Ta có : MN SM _ 2a(3a-x) 2(3a-x) 


| => SD L DC > ASDC vuông tai D (đpem) 


| => SB L ВС = ASBC vuông tai B (dpcm). 


=> MN 


AB SA 3a 3 
2 
2a+ (За – x) 
=> du DCNM) = — ed TC 





= dt(DCNM) = "е: Х Ма? + х? (ycbt). 
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Chuyên đề 8 : CÁC DANG KHOÁNG CÁCH VÀ 
ĐƯỜNG VUÔNG GÓC CHUNG 


Logi 1: TÍNH YÀ XÁC ĐỊNH CÁC DANG KHOÅNG CÁCH TRONG KHÔNG GIAN 


Dạng 1 : TÍNH KHOÀNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT МАТ PHẲNG 


L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp cần thực hiện 2 bước cơ bản như sau : 


О B, : Xác định đoạn vuông góc MH với (a), bằng cách dựng một mặt phẳng (B) qua M và (B) L (a) 
theo giao tuyến (d), ha MH 1 (d) = MH = d[M; (a)] 


C B, : d[M; (a)] = МН được tính bàng phép các dinh lý hinh hoc sơ cáp. 
© Ghi chú , : Khoáng cách d[M; (œ)] còn gọt là độ dài đoạn 
vuóng góc trong định lý 3 đường vuóng góc. 
© Ghi chú › : Sau này ta còn tìm MH bằng công thúc hay thể 
tích (hay diện tích) ойі thé (xem phương pháp diện tích 
và phương pháp thể tích). 
II. BÀI TẬP CƠ BẢN 
Bài 140 
Cho hình chóp S.ABC đáy là tam giác vuông tại B và AB = 2BC = 2a. Biết thêm SA L 
(ABC). Tính d[B; (SAC)]. 












M 









Giải 
Do SA 1 (ABC); SA c (SAC) 
— (ABC) 1 (SAC) theo giao tuyến BC. 
Ha BH 1 AC tai H 
= ВН = d[B; (SAC)]. 
Hé thüc lugng trong AABC (f - 90?) : 
2а 


J5 





Vậy : d[B; (SAC) = (ycbt). 


Bài 141 
Cho hinh chóp S.ABC có SA = h và SA 1 (ABC). Lấy điểm M e SB sao cho MS : MB- 1: 
2 và goi I là trung điểm CM. Tính d[I; (ABC)]. 
Giải 
Dung MN // SA; N є AB = MN 1 (ABC); mà MN c (CMN) S 


— (СМІ) 1 (ABCD) =u. 
Để ý thấy I є (CMN), do đó ha IH 1 (ABCD); Н є (ABC) thì | 


IH là đường trung bình của ACMN : IH = ¿MN (1) 






= (1; (ABC)] = IH 
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Tho định lý Thang TC xa 
SA BS 3 


= MN =< đám Z=: 0) 
3 3 


1 2 1 
Thay (2 = —.—h =—h 
ау (2) vào (1) > IH 2 a 


Vậy 4П; (ABO)] = 3 (ycbt). 


Bài 142 
Cho tứ diện ABCD có AB = CD; BC - BD còn AC - AD. Dung AH 1 (BCD). 
a/ Chứng minh H nằm trên trung tuyến BI của ABCD. b/ Xác định d[A; (BCD)]. 
Giải 
a/ Theo tính chất đường trung tuyến cũng là đường cao hạ từ 
đỉnh của tam giác cân, ta có : 
(CD ¡ AI 
'cD 1 BI 


i 


=> (ABI) 1 (BCD) 
Hạ đường cao AH của tứ diện ABCD 
> AHLCD = АН с (ABI) hay H є BI (ycbt) 
b/ Theo câu trên = АН = d[A; (BCD)] (ycbt). 
Bài 143 
Cho hinh chóp S.ABC có SA 1 (ABC) và AABC déu canh a. 
a/ Tính d[B; (SAC)]. b/ Giả sử SA = h. Tính d[A; (SBC)]. 










= CD 1 (ABD; mà CD c (BCD) 













Giải 
a/ Nhận xét thấy (ABC) 1 (SAC) theo giao tuyến AC. 
Hạ BH L AC tại H. 


= d[B; (SAC)] = BH = ыз (đường cao А đều) 
b/ Gọi M là trung điểm BC, ta có : 
BC L AM 
BC ї SA 
Mà BC c (SBC) = (SAM) 1 (SBC) theo giao tuyến SM. 
Dựng AK L SM => АК l (SBC) 
= d[A; (SBC)] = AK 


| — BC 1 (SAM) 








Trong Ab: e mota ir NE 
AK? SA” AM? p e h? За? 
2, 
2 2 21,2 
e 1. da” cá =>... АК = ah3 
AM. của h За? + 4h? Уза? + 4h? 
Vậy d[A; (SBC)] = — ahý3 _ (ycbt) 
43a? + 4n? 
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Bài 144 
Cho hình chóp S.ABCD có SA = SB = SD = За và АВС = АБС - 90°; BAD = 600. 
Tính d[S; (ABCD)] khi biết BD = 2a. 






Giải 


Để ý: АВС- KXDC-90? => В, Dở trên đường tròn đường kính AC. 


Gọi H là trung diém AC. 

= HA = HB = HD 

Giả thiết lại có SA = SB = SD. 

Do đó SH là trục đường tròn ngoại tiếp AABD. 
=> SH L (ABD) = (ABCD) 

=> 118; (АВС) = SH 

Trong ASHA (A - 90") 


- SH = VSA? - НА? - 49a? – а? - V8a? - 2/2 а 


Vậy d[S; (ABCD)] = 2 J2 .a (ycbt). 





Dạng 2 : TÌM KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐƯỜNG THẲNG (HAY MẶT PHẲNG) 

SONG SONG VỚI MỘT MẶT PHẲNG 

L.PHƯƠNG PHÁP ' 
Cơ sở của phuong pháp tìm khoáng cách từ đường tháng (A) // (а) hay mặt phẳng (В) // (a) 

đến (и) ta làm hai bước : 

O B,:  Láy một điểm M tùy ý (nhung phải thỏa tính ưu việt của bài toán dé dé dàng trong 
quá trình tính toán sau này) trên (A) // (a) hay trên (f) // (a). 


О В»: Hạ MH 1 (a) = MH là khoảng cách cán tìm trong ycbt (với cách dung MN dà 
biết). 


M (A) 









O Ghi chú : Sau này ta còn tính MH bằng công thức tính thé tích vát thé. 


IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 145 

Cho AABC (Á - 90") và 2AC = AB = 2a.Goi Ax và By là hai tia cùng vuông góc với (ABC) 
về một phía. Tính d[By; (CAx)] và d[Ax; (CBy)]. 


Giài 





Ta có : By // (a) = (CAx). 
Nên chon B є By và thấy (Ax; By) 1 (CAx) 
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> d[By; (CAx)] = BA = 2a (ycbt) 
Tương tự ha AH 1 BC tai H 


=> d[Ax; (CBy)] = AH = 28 (ycbt). 
J5 





Bài 146 
Cho Ax, By là hai tia vuông góc với mặt phẳng hình thoi ABCD ở cùng một phía. Tính 






2 
(Ах); (CBy)] biết hinh thoi canh a có điện tích bằng sis 





Giải 
= Để ý thấy hai mặt phẳng (DAx) // (CBy) và chúng cùng vuông góc với mp(ABCD) theo các 
giao tuyến AD và BC theo thứ tự đó. X 
Chọn A є AD và ha AH 1 BC; tại H 
> АН = d[(DAx); (CBy)] 
Lai có vói S là dién tích hinh thoi ABCD canh a. 


2 
S => .АН.ВС cà fe ë ;-AH.a es AH S. A 





Vậy : d[(DAx); (CBy)] = Ea (ycbt). H 


Dang 3 : TÍNH KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT ĐƯỜNG THÁNG 


L PHƯƠNG PHÁP 

k PP; : Cơ sở của phương pháp thứ nhất để tìm khoảng cách từ 

diêm M đến một đường tháng (A) trong không gian ta cán thực 

hiện hai bước : 

O B, : Từ điểm M cán tìm khoáng cách trong không gian ha (A) 
đường vuông góc MH với đường thẳng (A). H 

П B;: Độ dài MH = d[M; (A)] là khoáng cách cán tim. (Xem h.1) 

O Ghi chú: Thực té người ta còn thuc hiện tính khoáng cách từ điểm đến một đường 
thắng như sau, theo 2 phương pháp nữa : M 





(h.1) 


* PP; : Tìm mặt phẳng (ơ) qua M và vuông góc với (A) tai H > (xem h.2) 

* PP; : Tim cách ghép (A) là đường thứ (3) nằm trong (a) và là độ dài 
đường xiên D (xem h.3) 

* PP, : Thinh thoảng người ta còn tìm d[M; (A)] bằng công thức tính diện tích hình phẳng 
(phương pháp diện tích). 
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П. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 147 


Cho «Оў = 90° và điểm A ở ngoài mặt phẳng Оху. Cho biết d[A; Ox] = d[A; Oy] = a và 


AO = s" Tính d[A; (Oxy)]. 





Giài 
` АЕ : là đường xiên 
ЈАН 4 Оху): -| THE < là bìnhchiếp 
На «HE . Ox ; 
HF ¡ Oy || [АЕ: là đường xiên 
| |HF: là hinh chiếu 
[А ; (Oxy)] = AH 
= Ох) =й = AE 
d[A;Oy] = a = AF 
ОЕНЕ là hình vuông (định lý 3 đường vuông góc) 


2 
Định lý Pythagore > ОЕ = VOA? — AE Po ыр ыз 
: ^ 
— АН = VAE? - HE? cdm E (Do OE - HE) 


Vậy d[A; (Oxy)] = š (ycbt). 





Bài 148 





Giải 
Dé ý đến (DBC) 1 (ABC) theo giao tuyến BC. 
Hạ MỖI 11C >-MH L(ABDxva ba HK дь ГЕРОЕ 900 
(HK : là hình chiêu 
= MK 1 AC (định lý З đường vuông góc) > ІМ; AC] = MK (1) 














Ta có từ tam giác vuông cân BDC => 5 3 £ 
BH - MH - 82 
3 
aJ2 
a2 - 
ACHK œ ACAB + HK_CH ,, gk Ap, CH 4 “3 _„ 22/2. 2/2, 
AB CA CA E 3a/3 343 
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Định lý Pythagore trong tam giác МНК (fl = 90?) 


> КМ = VMH? + HK? E um „ү _аў14 | a42 
9 27 27 зз 9 


Vậy d|M; AC] = 2 : 

















Bài 149 
Cho AABC (В = 90", АВ = a, BC = 2a). Ax và By cùng vuông góc với (ABC) và ở cùng vé một 
phía. Lấy М và N trên Ax và By sao cho АМ = a; BN = 2aJ2. 

a/ Chüng minh AB 1 (C; By) b/ Tính d[M; CN]. 






Giai 
(AB : BC (AABC vuông tai B) 


a/ Ta có : AB 1 BN (cách đựng) = AB 1 (C; By) (đpem). 


b/ Ha MP 1 By = (Ax; By) ^ (C; By) mà (Ax; By) 1 (€; By) > MP 1 (C; By) 


Ha PQ 1 NC 5 м9 : là đường uen 
.PQ : là hinh chiêu 


=> MQ 1 NC (định lý 3 đường vuông góc) 
> d[M; (CN)] = MQ 


ANPQ ANCR — РӨ . NP ,, ро T cp NF 


CB NC NC 


DO. a(2/2 -1) a(2/2 -1) 


Rees 5. 








N 
Định lý Pythagore trong AMPQ cho : 
: 20942 -12 — 23- ý2) Q 
MQ = P? + 2 = PSI Li s = EZ -¬ đc 
Q JM PQ a : 5 a : 
a 
Vậy : d[[M; CN] = AB а (ycbt). ` B C 
3 2a 


Ш. GIẢI TOÁN THI 
Bài 150 (ĐỀ A 1 - 1981) 

Trong mặt phẳng (P), cho hai đường thẳng dì, dọ cắt nhau tại điểm A và tạo với nhau một 
góc a (0 < а < 90). Trên đường tháng Ax vuông góc với mặt phẳng (P) tại A, lấy điểm B với 
AB = h; trên đường thẳng d'; di qua B và song song với d; lấy điểm C với BC = a. Gọi D là 
hình chiếu vuông góc của C lén di. 


a/ Tính độ dài AD và khoáng cách từ C đến mặt phẳng (ABD). Từ đó suy ra thé tích của tứ 
điện ABCD. 


b/ Xác định tâm mặt cầu đi qua 4 điểm A, B, C, D. 
c/ Tính khoáng cách từ D đến đường tháng dv. 





Giải 
a/ Gọi C' là hình chiếu vuông góc của C lén 
(P), hay lên dạ. 
Theo định lý đảo về ba đường vuông góc 
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ECRL d, 
— AD = AC'.cosa = acosa. 


Vi CC' // AB, nén CC' song song với mặt 
pháng (ABD). 


= d[C; (ABD)] = d[C'; (ABD)] 
Ta сб: CD 1 (ABD) bởi vi CD L AD và CD 1 AB. 
=> d[C'; (ABD)] = C'D = C'A sina = a.sina 






mà dt(AABD) = 2 AB.AD = Žha. cosa 
Nên thé tích У của tứ diện ABCD là : 
V = А а ЛАВ D).d[C, (ABD)] = À asina. i ha.cosa = * a?h.sin2a 
3 3 2 12 


b/ Các điểm B, D nhìn AC dưới góc vuông nén mặt cầu di qua A, B, C, D có tâm là trung 
điểm của AC và nhận AC làm đường kính. 


c/ Độc giả tự giải. 

Bài 151 (CÁC TRƯỜNG CAO ĐẲNG - 1984) 

Cho một góc tam diện OABC mà cá ba mặt АОВ, BOC, COA đều bằng 60°. Cho OA = a, 
đặt OB = x; OC = y; a, x, y là những số thực dương. Gọi H là hình chiếu vuông góc của A 
xuống mp(BOC). 

1/ Hãy xác định rõ vi trí của điểm H và tính độ dài của OH và AH. 


2/ Chứng minh rằng nếu EAC = 90? thì có hệ thức : xy — a(x + y) + 2a? = 0 








(1) 





Hướng dẫn 
1/ OH là phân giác của БОС, 
OH = OI > ауз 
cos 30? 3 


Ey 


AH = VOA? - oH? = 3 


2/ Kết hợp : BC? - AB? + AC? 
và OB? + OC? - 2OB.OC cos 60? = 


=OA? + OB? - 20A.0Bcos60? + OA? + OC? — 2OA.OC cos60? 
2 


Js | 


c» x? + y? - xy = a? + x? — ax + a? + y? -ay 
«€» xy - а(х + y) + 2а? = 0 (ycbt). 
- Bài 152 (DAI HOC PHÁP LÝ TP.HCM - 1991) 
Cho AABC đều canh a. Trên đường tháng Ax vuông góc với mặt phẳng (ABC) tai A, lấy 
điểm S với AS = h. 
1/ Tính khoáng cách từ điểm A đến mặt phẳng (SBC). 
2/ Hy là đường thẳng di qua trực tâm Н của tam giác SBC, và vuông góc với mặt phẳng (SBC). 
Chứng tỏ rằng khi S di động trên Ax, đường thẳng Hy luôn luôn đi qua một điểm cố định. 
3/ Hy cát Ax tại S'. Xác dinh h theo a để đoạn SS' ngắn nhất. 
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Giải 

l/ Tính khoáng cách từ A đến mp(SBO) : 

Dung SM 1 BC. Ta có : 

SALCABC) 

SMIBC 

=> BC 1 (SAM) 

=> mp(SBC) 1 mp(SAM) 
theo giao tuyến SM. 

Từ A, dựng AN LSM AN = d[A; (SBC)] 


| AM po 





1 1 1 1 4 За? + Ah? 
Trong ASAM = — = —— + ——— =z ——+— = 
AN* AS AM? h За? 3a?h? 
21.2 
zh AN? ы | 3Sah _ => = __аһуз — (ycbt). 


3a” + 4h* Уза? + 4h? 
2/ Dung BB' L SC và BD L AC. Gọi H = SM ^ BB' và O = AM ^ BD > H, О lån lượt là trực 
tám cúa các tam giác SBC và ABC. 
SA L (АВС) = (SAC) L (ABC) theo giao tuyến AC. 

Ма: BDL AC => Вр 1 (SAC) > BD I SC. 

Do  BB'1SC- SC 1 (BDB) = (SBC) 1 (ВОВ). 

Để ý hai mp(SAM) và mp(BDB)) cùng tháng góc với (SBC) nén giao tuyến OH của chúng 
phải tháng góc với (SBC). 

Lại thấy Hy và HO cùng thẳng góc với mặt phẳng (SBC). 
2 Hy và HO trùng nhau. Nói khác đi, Hy qua O là trực tâm (có định) của AABC (đpem). 
3/ Trong mp(M, Ax), OH L SM nén OH phải cát Ax tại S' và O cũng là trực tâm của AMSS'. 

Theo tính chất trực tâm, ta có : 


2 
AS.AS' = AO.AM = = AM? = T (không đổi) 


3 
Xét: SS' = AS + AS > 2AS.AS' = A = аҹ? (*) 


Dấu dáng thức trong (*) xảy ra < AS = AS. 
e minSS' = av2 tương ứng AS = АЅ'. 


a? a2 


o AS =h? = — > = —— (ycbt). 
2 ^id 





Bài 153 (DAI HOC QUỐC GIA TP.HCM - KHÓI A VÀ BH LUẬT - 1997) 

Cho hinh chóp SABC có đáy là tam giác đều canh a và SA 1 (ABC). Đặt SA = h. 
l/ Tính khoáng cách tit A đến mặt phẳng (SBC) theo a và h. 

2/ Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC và H là trực tâm của tam giác SBC. 
Chứng minh OH 1 (SBC). 







Giải 


l/ Gọi M là trung điểm của BC = AM 1 BC 
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Mà: SA 1 (АВС) = SA 1 BC > BC 1 (SAM) (1) 
Trong ASAM vuông tại A, dung AK 1 SM. 


Ta có : Mi BC L AK 
— AK 1 (SBO) tai K. 
= AK = d[A; (SBC)] 
ASAM vuóng tai A 





E 563 i “k 3 1 
AR'- AM". AS" За ЧЫ" 
© АК? 3a hỶ 
Ah? + 3a? 
AK = аһ уз (ycbt). 
4h? + За 


2/ Та có : О là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC đều = ВО 1 АС = SC 1 ВО 


Để ý đến H là trực tâm ASBC > BH 1 SC > SC 1 (BHO) > SC 1 HO 


(1) 
=> ОН 1 ВС. Vậy : ОН 1 (SBC) (đpcm). 


Bài 154 (ĐẠI HỌC GIAO THÔNG VẬN TẢI CƠ SỞ I - 1999) 
Cho hình chóp tam giác S.ABC có SA vuông góc với mặt phẳng (ABC). Đáy ABC là tam 
giác vuông tại C. Cho AC = a, góc giữa mặt bên (SBC) và đáy (ABC) là ç. 

1/ Trong mặt bên (SAC), từ A ha AF vuông góc với SC. Chứng minh AF L (SBC). 

2/ Gọi O là trung điểm của AB. Tính khoảng cách từ O đến mặt phẳng (SBC) theo a và q. 








Giải 
1/ Tacó: BC LAC;BC 1 8А 
> BClI(SAC) > ВСІАЕ 

Mà: AFLSC | 

Vậy: АЕ 1 (SBC) (рст). 
2/ Gọi M; N là trung điểm của BC; SB. 

Khi đó : 

ОМ/АС => ОМІВС |ХМО - Ф 
rr = NM LBC `> ry (OMN) 


Ha OH 1 MN > OH 1 (SBC) tại H. 


Ta có: . sing = ud => ОН = Tước ¬ Thờ ng C 
OM 2 2 


Bài 155 (DAI HỌC HUẾ - KHÓI A - CPB - 2000) 





Cho SABC là một tứ diện có ABC là một tam giác vuông cân đỉnh B và AC = 2a; cạnh SA 
vuông góc với mặt phẳng (ABC) và SA = a. 


1/ Tính khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBC). 
2/ Gọi O là trung điểm AC. Tính khoảng cách từ O đến mặt phẳng (SBC). 
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Giải 
1/ На AH 1 SB tại Н (1) 
Để ý thấy : 
BC L AB (AABC vuông cân tại B) 
= LSB (định lý ba đường vuông góc) 


- ВС 1 (SAB) 
Mà : АН с (ЅАВ) = ВС 1 АН (2) 
Từ (1) và (2) => АН 1 (SBC) 

= АН = d[A; (SBC)] 








mani. "1 64 Ашар 
^ AH? AB? SA? (a2)? а? 
2 
ас ап маз бае sáu 896 
AH? 2a? 3 3 


Vậy : d[A; (SBC)] = = (ycbt). 
? Từ AH 1 (SBC) => (АНС) 1 (SBC) theo giao tuyến HC ` 
Gọi K là trung điểm СН — ОК 438 == mà OK L (SBC) 


2 
av6 


Vậy : dO; (SBC)] = OK = —— (усы). 


ĐỀ TƯƠNG TỰ 
Bài 156 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI - KHỐI G - 1997) 
Trong mặt phẳng (P) cho điểm O và một đường thẳng d cách O một khoảng OH = h. Lấy 
trên d hai điểm khác nhau B, C sao cho БОН = COH = 30°. Trên đường thẳng vuông góc với P 
tại O lấy điểm A sao cho OA = OB. 
a/ Tính thể tích tứ điện OABC. 








b/ Tính khoáng cách từ О đến mp (ABC) theo h. 





Hướng dẫn 
3 
а/ Уолвс = 22- b/ OI = 7. 


Bài 157 (CAO ĐẲNG SU PHAM HÀ NỘI - KHỐI d - 1997) 

Cho mặt phẳng (P) và hai điểm A, B đối xứng nhau qua (P). I là giao điểm của AB với (P), 
O là một điểm ngoài (P), có hình chiếu vuông góc xuống (P) là H. M là một điểm tùy ý trên 
đường tròn đường kính HI trong (P). Chứng minh : 

a/ MI là khoáng cách vuông góc chung của BA và MO. 

b/ Khoáng cách từ O và H đến mặt phẳng (BAM) bằng nhau. Tính thể tích tứ diện BOMA 
biết BA = 2a; HM = b; MI = c. 








Hướng dẫn 


НМ 1 MI = MI 1 MO 


MI là đườ ô h AB và MO. 
па trung điểm AB = AB 1 MI ^ à ng vuông góc chung và MO 


và n2 АНЫМ? < de. 
3 2 3 
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Loại 2 : РОАН YUÔNG GÓC CHUNG СОА HAI ĐƯỜNG THÁNG CHÉO NHAU 


L PHƯƠNG PHÁP 

Cơ sở của phương pháp để tìm đoạn vuông góc chung của 

hai đường thẳng chéo nhau (a), (b) là : sử dụng định nghĩa 

đoạn vuông góc chung qua 2 bước cơ bản như sau : 

О Bị: Chọn A є (а), B є (b); (a) và (b) chéo nhau. Sau đó ta 
chứng minh :< AB 1 (a) và AB 1 (b). 

О В, : Kết luận AB là đường vuông góc chung của 2 đường 
chéo nhau (a) và (b). 

O Ghi chú : Độ đài đoạn (đường) vuóng góc chung của hai 

đường chéo nhau là khoảng cách ngắn nhất giữa hai đường thẳng đó. 

















đoạn 1 chung 










Cơ sở của phương pháp là sử dụng cách dựng thứ I. Độ dài 
đường vuông góc chung là khoảng cách từ một điểm trên 
đường thẳng thứ I đến một mặt phẳng chứa đường thẳng thứ 
II và song song với đường tháng thứ I, qua 3 bước cơ bản sau: 
O B: Trong mặt (a) đã chứa b dựng a' // a và B = а’ ^^ b. 


O В»: Do (a; а’) xác dinh mp(f), nén dung trong mp(f) đoạn 
BA 1 (a) và A e (a). 


O Bs: Kết luận đoạn vuông góc chung là AB = d[(a); (b)] (ycbt). 
© Ghi chú : AB = AB“... là các độ dài đoạn vuông góc chung. 


Ш. PHƯƠNG PHÁP, 












(a), (b) chéo nhau và (a) 1 (b) (a), (b) chéo nhau (trường hợp tổng quát chỉ sử dung 
(trường hợp đặc biệt) khi chưa tìm được phương án xử lý các trường hợp 
khác đã biết từ trước) 


Chúng ta cần thực hiện các bước : 
° Dung (o) 1 (a) tai A và (a) > (b) M ở : 
° Dung AB L (b) (B є (b) Dựng (o) L (a) tại A' và chiếu (b) xuống (a) là (b'). 


= AB là đoạn vuông góc chung của Dựng AB 1 (b) (В є ®)) 

(a) và (b). Dựng ВВ // (a) (B e (b)) 

O Ghi chü, : Khi dang này khóng Dung BA // B'A (A e (a)) 
khả thi thi ta mới sử dung các | = AB là đoạn vuông góc chung của 2 đường thẳng 
dạng khác. chéo nhau (a), (b). 


Chúng ta cần thực hiện các bước : 
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© Ghi chú; : Ó đây hình chiếu trong | © Ghi chú : Do AB = A'B' (nén trong thực hành ta 


trường hợp định lý 3 đường uuông hãy tính độ dài A'B' cho đơn gián phép tính) 
góc là đoạn vuóng góc chung. 
IV. CÁC BÀI TOÁN CƠ BÁN 
Bài 158 
Cho tứ điện đều ABCD canh a. Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của AB và CD. 
Giải 
Gọi I, J là trung điểm AB và CD theo thứ tự đó, và theo tính A 
chất của tứ diện đều thì các mặt bên của nó së là các tam giác đều. 
(CD i BJ 


= ср АЛ => CD 1 (ABJ) > IJ 


> CD L IJ hơn nữa AB 1 LJ (AAJB cân tại J) 
= IJ 1 AB và CD : 
Vậy IJ là đoạn vuông góc chung của AB và CD (dpcm) 


Ta có : IJ = JBJ? - BP = ЕЗ E (sj = Par = 3a (ycbt). 


Bài 159 


Cho hình chóp S.ABCD có SA L (ABCD) là hình chữ nhật. Dựng đoạn vuông góc chung của 
SA và CD. 


Giải 











(CD c (ABCD) 


pé y : 
* УС SAL(ABCD) 


= AD là đoạn vuông góc chung của SA và CD (ycbt). 





Bài 160 
Cho hinh chóp S.ABCD đáy ABCD là hinh thang vuông tai A và B. AB - a; BC = a; AD = 
За; CD 2a/7 và SA = av2. Khi SA 1 (ABCD), hãy dung và tính độ dài đường vuông góc 
chung của các cặp đường thẳng : 
a/ SA và CD. 








b/ AB và SD. c/ AD và SC. 





Giải 


a/ Dé ý thấy trong AACD : 


| A2 2 _ | PT 
[uc оде Б] «b -9а° 2, AD? = AC? + CD? < AACD (6 - 909 
‘Ар? = (За)? = 9а? 

Lúc đó АС = ау2 là đường vuông góc chung của SA và CD (ycbt). 
b/ Ta có : АВ L (SAD) > SD > AB L SD 

Dựng AH L 8D tại D (thì AH là hình chiếu) 


=> AH là đoạn vuông góc chung của AB và SD. 
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Ta có TEELEN E T S 1 1 11 


ке р д удас: 
AH? SA? AD? 2a? 9a? 18a? 


2 
c AHFS = = Afix en (yebt). 





c/ Để ý thấy AD 1 (SBC) > SB mà SB là hình chiếu 
của SC xuống (SAB) (vì CB L (SAB)) 
(tù A đoạn AK | SB;K c SB 
Dựng : {tù K đoạn KE // BC;E e SC 
| tit E đoạn EF // KA;F є AD 





Theo cách dung thứ II — EF là đoạn vuông góc chung của AD và SC, vé độ dài EF = AK 
i 1 1 1 1 3 2 2а? 
АК?” SA?” АВ? а? 2a* 9а? 


Vậy ЕЕ = АК = үй (yebt). 





,(8BC) > SC тез, T 
O Cách 9 : Bé ý thấy : '(SB©)/ AD và (SCB) 1 (SAB) theo giao tuyến SB. 
Dựng AK 1 SB = AK là độ đài đoạn vuông góc chung của AD và SC. , 
КЕ // BC 
Dựng : < 


` |EF// AK : Ec SC;F e AD 
-» EF là doan vuóng góc chung cüa AD và SC và EF - AK - . Ë 


O Ghi chú: Nếu giả thiết chỉ yêu câu tính độ dài đoạn vuóng góc chung của AD và SC thi 
Cách 2 tỏ ra tiện lợi hơn Cách 1 

Bài 161 

Cho hinh lăng trụ ABC.A'B'C các mặt bên đều là các hình vuông uc a. 
1/ Hinh lăng tru ấy có đặc điểm gi ? 

2/ Xác định và tính độ dài đoạn vuông góc chung của A'B và BC. 







Giải 

1/ Do tất cả các mặt bên của hình lăng trụ đều là các hình vuông 
bằng nhau nên hai đáy của hinh lăng tru là hai tam giác dèu. 

Mặt khác : pee = AA' 1 (ABC) 

Vậy lăng trụ ở giả thiết là một lăng tru tam giác đều, canh 
đáy bằng a và chiều cao cũng bằng a. 
2/ Gọi I và T lân lượt là trung điểm của BC và BC'. Dé ý thấy 
BC' L (ATT) chứa A'I là hình chiếu của A'B xuống mặt phẳng đó. 

„ Dung TH LIA'(H є IA) 

„ Dung HE // BC (E є AB) 

• Dung EF // IH (F e B'C) 

EF chính là doan vuóng góc chung cüa A'B và B'C' 

. Dễ thấy là : BC L(AATD = ВС L(AATD =+BCLITH > ВС 1 ЕЕ (tại F) 

e Góc A'EF có EF // (ААТ), có hinh chiếu xuống mặt phẳng (ААТ) là góc vuông А'НГ 
nén chính góc A'EF là góc vuóng. 
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AFF = 90° > AB 1 EF (tại E) 
Qua cách dung ta thấy ЕНГЕ là hình chữ nhật = EF = TH 


1 1 
Tam giác ІГА' vuông ở Í = ——r = — +—— 
e | , FH^ JE pA 
Trong dó: IP =a và TONES — ш 22 o, Жыл aie 
| 2 TH? а? 3a? За 


a/21 


(ycbt). 





2 
5 РН? = Е — ЕЕ = d[(A'B); (B'C)] = 





| Gọi d; và dz là hai đường tháng chéo nhau và vuông góc nhau nhận AB = a làm đoạn 
vuông góc chung (A e dị; В є dọ). Gọi O là trung điểm của AB, (г) là đường tròn tâm O bán 

kính R nằm trong mặt trung truc (P) của AB, M là một điểm thuộc (r). 

l/ Chứng minh tôn tại duy nhất một đoạn tháng d qua M cắt cá hai đường tháng d, và d. 

2/ Gọi E; F lần lượt là giao điểm của d với d; và dạ. Đặt AE = x; BF = y. Chứng minh rằng : 

x + уг là một đại lượng không thay đổi khi M di động trên (г). 


Giải 








l/ (P) là mặt phẳng trung trực của AB cho nên : d, // (P) và d; // (P) 
Chiếu vuông góc d, và d; xuống (P) thành d', và d's. Ta có : đ; // d, và а» / d; vi d, 1 d; 
nên d' 14» 
Khi M cho sẵn, ta tìm được duy nhất điểm I є đ) và J є d'p sao cho M là trung điểm của 
| Dựng О’ đối xứng với О qua M 
'Dựng O'I 1 dj và ОЈ 1 d; 


IJ. Lúc đó ta dung hai điểm I, J như sau : 





Do tứ giác OIO'J là hình chữ nhật nén IJ đã được xác dinh và nhận M làm trung điểm. Từ 
I dựng đường thẳng song song với AB, nó cắt dị ở E. Hiển nhiên OAEI là hình chữ nhật nên 
IE = OA. 

Từ J dung đường tháng song song với AB. Đường tháng này cát d; ở F. 

Ta cũng có EF - OB. Vì thé nên : IE = JF 

Tứ giác EIFJ là hinh binh hành nén E, M, F tháng hàng và M là trung điểm của EF. 

Tóm lai : qua M tón tai duy nhất một đường tháng d cát d, ở E và cát d; ở F (ycbt). 
2/ Ta có : x? + у“ = ОГ + ОЈ? = IJ? = 40M? = 4R* = const (рст). 
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V. GIẢI TOÁN THI 

Bài 163 (ĐẠI HOC Y - NHA - DƯỢC - 1976) 
Cho một tứ điện đều SABC có cạnh là a. 
1/ Hãy tính chiêu cao SO phát xuất từ dinh S và thể tích V của tứ điện SABC. 


2/ Gọi M và N lần lượt là trung điểm của SA và BC. Chứng minh MN là đoạn vuông góc 
chung của SA và BC. Tính độ dài của MN theo a. 










Giải 
1/ O là trọng tâm của tam giác đều ABC. 
Độc giả tự giải. 


so = 8*9. 
3 





2 
V = lattAABO xsO = 1„ 2593 „а/б 
3 Ж суй 2-8 


2a/ Dé dàng thấy các tam giác SAN và BMC lần lượt 
cân ở đỉnh N, M 
=> MN I SA và MN L BC 


= MN là đoạn vuông góc chung của SA và BC 
(арест). 
2b/ Ta có: MN” = SN” - SM2 


2 
25 mn [55] da] m а” 
= 2 "Eg - 





> MN = m (yebt). 
Bài 164 (ĐẠI HỌC TỔNG HỢP TP.HCM - 1991) 


Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng 2a vẽ Bx và Dy là hai nửa đường thẳng vuông góc với 
mặt phẳng (ABCD) và ở cùng một phía với (ABCD). Giả sử B' chạy trên Bx và D' chạy trên 
Dy sao cho nhị điện (B', AC, D') luôn luôn vuông. Đặt BB' = u và DD' = v. 

a/ Tìm một hệ thức liên lạc giữa a, u và v. 

b/ Gọi O là tâm hình vuông ABCD. Ha OI vuông góc với BD' Chứng minh OI là đoạn vuông 
góc chung của AC và B'D'. 

c/ Chứng tỏ OI = a⁄2 . Suy ra nhị diện (A, B'D', C) cũng vuông. 


Giải 













., ВВ 1 (АВСр) 


ê ý: AC 1 (BB'D') = (BB; DD' 
` BD 1 AC |2 а | 


ant tong 
= B'OD' =(B.AC, р) = 90° 
Trong mặt phẳng (ВВ; рр) dung D'E // DB thì BDD'E là 
hình chữ nhật, nên : 


РЕ =DB=2a⁄2; BE-!u- vl 
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Ta có : 


AEDB >B'D? = (2a42)? +(lu-vIl)Ê 
2 +v? — 2uv 
ABOB'— OB? =u? + (ау/2 } = 2a? + u? 
ADOD'— OD? = у? + (a2) = 2a? + у? 
AODB' >B' D? = OB? + OD"? 


=8a2 +u 


€» Ba? + и? + v? — 2uv = 4a? + u? + у? 
€» uv = 2a” (*) (ycbt). 
b/ Theo cách dung: OI 1 B'D' (1) D' 


Theo câu a: AC L(OBD) > АС LOI (2) 

(1) và (2) chứng tỏ là đoạn vuông góc chung của AC và B'D.. 
AC L(OB'D)' — AC 1 B'D' 
` Theo giả thiết — OI L B'D' 





d Đã có >B'D' 1 (IAC) D 


— = 
= KIC = (A, BD, C). 
Xét AOBD' > OLB'D' = OD'.OB' 


3 42a? +u? V2a? +у? 


= ОІ 
8a? +u? + v? -9uv 
5 or - u?v? + 2a? (u? + v?) + 4a* 
u? 4 v? — 9uv + 8a? 
01-2 U EY Ва" 2a? Ku? + v?) + 4a?] 2 
ОГ» Ec" E 2 2 2 - 2a 
u“ +v“ +4a u“ + у + 4а 
= ОТ = ау? 


Tacó: О = ОА = ОС = ау2 > АС = 90° 

=> Nhị diện : (А, B'D', C) là nhị điện vuông (рст). 
Bài 165 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NÓI — KHỐI A — 1997) 
Cho AB là đường vuông góc chung của hai đường thẳng chéo nhau x; у. Lấy A є x; B є y, AB 


cố định và AB = d. M e x; N є y; M; N thay đổi và AM = m; BN = n (m; n >0), để ta luôn luôn 
có m” + n? = k > 0, k không đổi. 

a/ Xác dinh m; n để độ dài đoạn thẳng MN đạt giá trị nhỏ nhất, lớn nhất. 

b/ Trong trường hợp x 1 y và mn = 0 hãy xác dinh m; n theo k và d dé thể tích tứ diện 
ABMN đạt giá trị lớn nhất và tính giá trị đó. 


Giải 








W Gọi = (& y) với 0 <o < 2 
О Nếu m = 0 : M = Ауа k = п? 
=> MN = A AN2= АВ? + BN? 
=> MN = ? +n?2=d2+k (1) 
O Nếun=0:N =B và k = т? 
= MN” = 4? +k (2) 
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O Nếu m,n z 0: 
—> ? —> — — 2 —> —> —> 2 
(MN) = MA+AB+BN = [-АМ + AB +В J 


= MN?- m? + n? + đ?~ AMAB - 2AM.BN + 2AB.BN 


TE 75 
=> MN? = k + d? – 2mncos( AM; BN) (3) 
Tü (1) (2) và (3) ta có thé viét tóng quát : 
d? +k : nếu mn = 0 
d? +k -2mncosa : nếu mn + 0 và Б: BN] 22 (4) 


MN’ = 
d”+k+2mncosơ : nếu mn #0 và (Ам. BN) а-о (5) 
Giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của MN : 


e Nčua= = thi cosa = 0 và MN? = d? + k; Vm; n thoả mán m? + п? = k 


= max MN = min MN = Ja? +k 


s TL 
e Nếu 0 cac 2 thi cosa > 0 và 2mn < m? 


+nˆ=k 


(dàng thức xảy ra khi: m = п = (6) 


2| 


= d? +k -cosa < 4? + К – 2mncosa 
min 
(vói dk (4),(6)) 
< 4 + к + k + 2mncosa < d? + k + cosa 
max 
(vớiđk (5),(6)) 
min MN = d? +k - k cosa 
max MN = d? + k? + k cosa 
b/ Do x 1 y và AB là đường vuông góc chung của x và y nên AM 1 (BAN) và ABAN vuông ở B 
1 
> V = ç dt (ABAN).MA = 2.5 BA.BN.MA 


A v. S Bd аА ЛЗ. шш (7) 
6 12 
Dâu đăng thức trong (7) xảy га < т = п = a 


Vậy : maxV = 2 kd (với m = n = E ) (ycbt). 
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Bài 166 (ĐẠI HỌC Y DƯỢC TP.HCM - 1999) 

Trong mặt phẳng (P) cho hình vuông ABCD cạnh a. Gọi O là giao điểm của hai đường chéo 
của hình vuông ABCD. Trên đường thẳng Ox vuông góc (P) lấy điểm S. Gọi œ là góc nhọn tạo 
bởi mặt bên và đáy của hình chóp SABCD. 

l/ Tính thé tích và diện tích toàn phần của hinh chóp SABCD theo a và a. 


2/ Xác định đường vuông góc chung của SA và CD. Tính độ dài đường vuông góc chung đó 
theo a và a. 











Giải 
l/ Gọi M là trung điểm DC = SM L DC > DC L OM 
= SMO =a; 0 <а <= 
tang ->> > SO =š евна 


Та сб: S 


SM = 4so? + ОМ? = xa? tang += Ta 


== 


Vậy: Vaucp = 5 .SO. SABCD = са? .tanœ (ycbt) 


và Sip — 4.Sspc + SABCD = 2.8M.DC + SABCD 








2 
= S, = = +a? cafa 1 
COS Q i cos 

2/7 Gọi: N= MO ^ АВ 
ES bere (cách dựng) 


J (ycbt) 
71 


АВ 1 (SMN) => АВ LMH 
= МН 1 (ЅАВ) > МН LSA 
Tù H dyng НІ/ AB; 
(Ie SA) > HI // DC 
Tù I dyng IJ // MH. 
Khi đó, IJ là đường vuông góc chung của SA và DC. 








Với ‹.. 9® SM = SN = 
2.cosa 


eMN-a 


• 50 = 1 .a.tana 
2 


Thi: SSMN = 2 SOMN = > MH.SN 
> MH = LJ = SONN = a.sina. (ycbt) 
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Chuyên dé 9: МАТ CÂU NGOAI TIEP - МАТ CÂU NỘI TIÊP 


Loại 1: XÁC ĐỊNH МАТ САО NGOAI TIẾP HÌNH СНОР BÀNG GÓC YUÔNG 


L PHƯƠNG PHÁP 

Cơ sở của phương pháp 1 cần thực hiện 2 bước cơ bản: 

O Bı: Quản lý giả thiết để tìm được (n - 2) đỉnh có sån 
nhìn hai đỉnh cố định còn lại của hình chóp n đỉnh dưới 
một góc vuông (xin hiểu n đỉnh gồm 1 đỉnh hình chóp và 
(n - 1) đỉnh của da giác đáy). 

O Bs: Suy ra hình chóp nội tiếp trong mặt cầu có đường 
kính là khoảng cách giữa hai đỉnh cố định đó. 
Lúc đó tâm mặt cầu là trung điểm đoạn nối hai điểm cố 
định ở trên bán kính là nửa độ dài đoạn nối hai điểm cố 
định (và IA = IB = IM, = ІМ,....= R là bán kính mặt cầu 

ngoại tiếp hình chóp). 



















IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 167 
Cho hình chóp S.ABC có SA 1 (ABC); AC = a; АВС = 90? và SA = 2a. Định tâm và tính 





bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó. 
Giải 
SB : là đường xiên 
AB : là hình chiếu 
Do AABC (В = 909) BC 1 AB 
— BC 1 SB (định lý 3 đường vuông góc) 
SAC = 90? 
SBT = 90? 
= A; B thuộc mặt cầu đường kính SC. 
=> Mặt cầu tám I trung điểm SC có bán kính R = 8C ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 


Trong đó : R = 8C = = УЗА? + AC? = z va)? +а? = > (ycbt). 


Bài 168 
Cho hình chóp S.ABCD có ABCD là hình chữ nhật và SA L (ABCD). Định tâm và tính 
bán kính mặt câu ngoại tiếp hình chóp đó biết: SA = AB = 2AD = За. | 
Giải 
Bằng định lý ba đường vuông góc và tính chất của đường thẳng 
vuông góc với mặt phẳng, ta có: SAC = SDC = SBT = 90? 

= A; D; B thuộc mặt câu (S) đường kính SC. 

e Tâm của (S) là trung điểm I của SC. 


e Bán kính R của (S) là R = 25C 


Ta có: SA 1 (ABC) => | 


Trong không gian nhận xét : | 









„oa? „ 4ðaˆ B 


? 2 
Ta có: AC? = AD? + AB? = 6 + (За)? = M 
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2 2 2 
> SC? = SA? + AC? = (За)? + IE = gạ?+ Sa „ Sla 


Vậy hình chóp S.ABCD nội tiếp trong mặt câu (S) tâm I và có bán kính R = va (ycbt). 


Loại 2: XÁC ĐỊNH МАТ САО NGOAI TIẾP HÌNH CHÓP 
BÅNG TRUC ĐƯỜNG TRÒN YÁ МАТ TRUNG TRUC 
L PHƯƠNG PHÁP, 


Cơ sở của phương pháp cần thực hiện bốn bước cơ bản: 

О B, : Dựng trục đường tròn d ngoại tiếp da giác đáy, 
thông thường (d) đi qua đỉnh hình chóp (nếu (d) 
không qua đỉnh, ngoài các biến thể của dạng toán có 
thể xem thêm phương pháp dựng hai trục đường tròn 
ở ngay dạng toán sau) 

О B, : Dựng mặt phẳng trung trực (о) của một cạnh bên 
tùy ý có tính ưu việt cho giả thiết (thường chọn cạnh 
bên vuông góc với đáy là tốt nhất). 

ñ Вз: Tìm : (d) o (a) = I = I là tâm mặt câu. 

П B, : Khoáng cách từ tâm đến một đỉnh tùy ý của hinh 
chóp là bán kính mặt câu: (IS = IA = IB = IC = R). 

IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 

Bài 169 
Tìm tâm G và bán tính kính một mặt cầu ngoại tiếp tứ giác đều. 

Giải 

Gọi G là trọng tâm ABCD đều cạnh a và M là trung điểm AB, ta có : A 

(GB = GC = GD 1 
AB - AC - AD 

=> AG là trục đường tròn ngoại tiếp ABCD 

Dựng mặt trung trực (œ) qua trung điểm M của cạnh AB, lúc đó : 


I e АС > ІВ = IC = ID 
AG ^ (a) = 1, ta có: 16 А5980 E 


























=> IA = IB = IC = ID 
(I là tâm mặt câu ngoại tiếp tứ diện ABCD 


bán kính mặt cầu là R - IA A 
a 
Ta có : AAMI © AAGB > lê _ АМ = 
АВ ` АС 
M 
а а 
= ІА = жуг сч ч биги I 2 
E. ) Е 39 # в 
ауз 
a REIS 6 4 
Vậy bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện đều là R = a (ycbt). 
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Bài 170 
Cho tứ điện ABCD có AABC đều cạnh a; DA = 2a và DA L (ABC). Định tâm và tính bán 





kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện. 
Giải 

Gọi G là trọng tâm cũng là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 
giác đều ABC và để ý đến : AD 1 (ABC). 

= Trục d của đường tròn (ABC) qua G và song song AD. 

Dựng mặt trung trực (œ) củs AD qua trung điểm .J của AD. 

=> dr (а) = Í 

кер => IB = IC = ID 


Та сб: тА рр = 1А=1В=1С= Ш n1” 


= 11а tala mặt cầu ngoại tiếp tứ điện ABCD (усы). 
Bán kính của mặt cầu là : 


= ІА = VJA” + AG? = E B ЕЕ TE ou Bi, - 28, (ycbt). 
Bài 171 


Cho hình vuông ABCD, tâm O cạnh a2. Điểm Н є AC sao cho AH = a2. Lấy điểm S 
trên Hx (Hx 1 (ABCD)). Biết ASt = Z: Định tám và tính bán kính mặt câu ngoại tiếp hình 
chóp S.ABCD. 





= 
2 





Huóng dán 

Dung Oy // Hx thi Oy là trục đường tròn ngoai 
tiếp hình vuông ABCD. Dựng mặt trung trực đoạn 
SC là (ơ). 

=> (a)^ Оу = I 

= I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 
S.ABCD với IC = R là bán kính. 

Độc giả tự tính R theo ycbt. 





y. 

Loại 3: XÁC DINH МАТ САО NGOAI TIẾP HÌNH CHÓP a2 
BẰNG НАІ TRỤC ĐƯỜNG TRÒN PHÁN BIỆT 

L PHƯƠNG PHÁP, 


Cơ sở của phương pháp 3 để xác định mặt cầu ngoại tiếp 
cần thực hiện 4 bước cơ bản : 


O B, : Dung (dj) là trục đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy 
(thông thường d, không qua dinh hình chóp). 

C) B: Dung (d>) là trục đường tròn ngoại tiếp với tam giác là 
một mặt bên (có tính ưu việt cho giả thiết thông 
thường chọn mặt bên vuông góc với mặt дау). 


C) В, : Tìm giao điểm của hai trục đường tròn dị ^ dạ = I 
(thường tón tai I). 





— I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp cán tìm. 
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П B,: Khoảng cách từ tâm I đến một đỉnh tùy ý của hình chóp là bán kính mặt câu : 
(IS = IA = IC = R). 
O Ghi chú : Một mat cầu khi biết tâm I và bán kính được xem là đã xác dinh. 










IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BÁN 
Bài 172 
Cho AABC vuông cán tai B với AB = 2a. Từ trung điểm M của AB ta dung đường tháng 


vuông góc với (ABC) và chọn trên đó điểm S dé ASAB đều. Xác dinh tâm và tính bán kính 
hình cầu ngoại tiếp tứ điện S. ABC. 





Giải 
Gọi O, M, G thứ tu là trung điểm AC, AB và trọng tâm ASAB. 
Để ý đến (SAB) 1 (ABC), dựng : 
а, qua O và d, і (ABC) ((d,) là trục đường tròn (ABC). 
|4, qua G và d, 1 (SAB) ld) là truc duóng trón (SAB). 
Trong mặt phẳng (SMO) — (dj) ^ (d) = I, 


Ta có: |I € (d2) = IA = IB = IS 
' |Le (dj) > IA = IB = IC 





= IC=IB=IC=IS=R 
= [là tâm hình cầu ngoại tiếp hinh chóp S.ABC. 


ASAB đều canh 2a — SM = ауз = GM = ам - 24 


Để ý đến IO = GM = š 





3 
3 











š 2 2 
= R = IC = VIO? «Oc? = Ed = E „| = 2 3a (ycbt). 


Cho hinh chóp S.ABCD với ABCD là hình vuông cạnh 2a. Gọi H là trung điểm AB và 
SH = ауз là độ dài đường cao hinh chóp. Dinh tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hinh 
chóp S.ABCD. 





Hướng dân 
(d, là trục đường tròn (ABCD) 


Dựng : < 
ВЕ la» là trục đường tròn (SAB) 


Trong (SHK) : (di) ^ (dọ) = I 
> 11а tâm mặt cầu ngoại tiếp hinh chóp S.ABCD. 
Bán kính mặt cầu: 


К = yOr? + ОВ? = 
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Loại 4 : DIỆN TÍCH YÀ HINH CHIẾU 


L PHƯƠNG PHÁP 

* Trong một số trường hợp việc tính điện tích một đa 
giác là khó khăn. Ta áp dụng định lý diện tích và 
hình chiếu để tính nó. Việc chọn điện tích cần tìm là S 
hay S' cần tế nhị và nên dựa vào góc chiếu như sau : 

[5-Same] 
e Khi tính gián tiếp góc của nhị diện hay góc của hai 
mặt phẳng ta sử dụng công thức : 















Ghi chú : Một góc vuóng khi chiếu được bào toàn thí M 
ít nhất một cạnh góc bị chiếu phải song song uói một 
cạnh tương ứng của góc chiếu. 
| AIAs/ ALAS 











Xem hình thấy : — АХАЈА; - 900 
T NGÔ: =9" 9" 
Tương tu = = AAA; = 90. 
E Post „өф. ^ sa 






IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 174 
Cho tứ diện đều cạnh a. Tính góc phẳng của nhị diện bất kỳ tạo bởi các mặt của nhị diện đó. 
Giải 

Gọi G là trọng tâm ABCD đều và AI là trung tuyến AACD. 

Ta сб: ф = GIA = (CD 

Đồng thời AACD có hình chiếu xuống (BCD) là AGCD, còn 
diện tích hai tam giác có tỷ lệ là : 

Э = Le EE, 


GI  coso 





Do đó góc của nhi điện (CD) là : o = (CD) = arccos = (ycbt). 





Bài 175 
Cho tứ diện SABC có SA 1 (ABC) và AABC đều canh a; ESC = 





góc o giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC). 
Giải 
Dé ý ASAB có hình chiếu xuống (ABC) là AABC. Gọi S4, 
S là diện tích hai tam giác theo thứ tự đó và ọ là góc tao 
bởi hai mặt phẳng (SBC) và (ABC), ta có: 





2 
ie E: 
78. 202) 43 
cosQ = 5, €» cosQ = 4 pem 
2" 


Vậy : Ф = = (yebt). 
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Bài 176 
Cho hình lập phương ABCD.A;:B¡C¡D; canh a. Gọi M, N, P thứ tự là trung điểm các canh 
AB, BC và DD; theo thứ tự đó. 

l/ Xác định thiết diện mà mặt phẳng (MNP) cắt hình lập phương. 

2/ Tính diện tích thiết diện đó. 

3/ Chứng minh rằng trong thiết diện đó không có 2 đường chéo nào vuông góc nhau. 













Giải 
1/ Độc giả tự giải và thiết diện nhận được là ngũ giác MNEPF (ycbt). 
PE * - MN:DB tại K А, 
2/ Gọi K là trung điểm MN > ees tai K 
p 525 
= ọ = PRD = [MNEPF); (ABCD)] 
KD Bị 
=> coso = —— 
PK 
3 3 
2 2 S. тү 
3 2 3 2) 
—.BD PD —a42 = 
n | А (4 2d "i2 
Định lý diện tích và hinh chiếu cho : 
Sol E ч 
S = Scosọ => S = €» Ѕмхерғ = SAMNED .. 2 2 2 _ 21-1 o (ycbt). 
cos Ф cos p 3 88 
А1 


3/ Để ý đến một đôi đường chéo của thiết điện là FE và đoạn PK tao thành POE có hinh 
chiếu xuống (ABCD) là КОС. | 
ES /'O,E // OC 
(Ko = 90° 
Độc giả tự chứng minh các đôi đường chéo còn lại đôi một không vuông góc nhau > dpcm. 
Bài 177 
Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' với các cạnh là : AB = a; AD = b; AA' = c. Gọi I, J, 
K là trung điểm của AB, Ар, DD.. 
l/ Dựng thiết diện của mp(IJK) với hình hộp. 2/ Tính diện tích thiết diện đó. 
: Giài 
| Đường thẳng LJ cắt BC; CD tại E và F 
l/ Dựng : і Đường tháng FK cát D'C'và CC tai L và S 
Nói SE cát B'C' tai M và BB'tai N 


= КОЕ = 90? >= РК = AC > PM, FE không vuông góc. 















Nối liên tiếp các giao tuyến thi thiết diện là luc 
giác IJKLMN (ycbt). 
2/ Chiếu thiết điện xuống mặt đáy ABCD ta được lục 
giác ЈО, МВ, trong đó L', M' là trung điểm của CD 
và CB. Diện tích của hình chiếu : 


S' = dt (ABCD) - 2 dt AA1J = ab - 2.2.29 = = 
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Dựng BH 1 IE > NH 1 IE (dinh lý ba đường vuông góc) N 
= góc của mặt phẳng thiết diện và mặt đáy là : 


= KHB (hoặc SFO) 
А 2 МВ 
Do ANBH vuông ở В > tano = "m (1) I B 
* > ' e. 
Từ cách dựng ta suy ra N là trung điểm của BB' > NB = > H 
1 1 1 4 4 ab 
Và: — = —+—> = >+— = HB = ——— 
нв Mio BE s.t c 2Ja? + b? 
( суа? + p? 1 c?(a? + p?) 
А ME Eimer pP uomen лан ч ара 
ab cos? o a“b 
ab 
=> cosQ = 





a2b2 + b2c2 + c?a? 
Định lý chiếu hinh cho ta : S' = 5.соѕф (vi S là diện tích thiết điện) 


54 mm Pn. PE ?b? + b?c? +c?a?” (ycbt). 





Loại 5: МАТ PHÁN GIÁC СОА ЫН] DIỆN 
L PHUONG PHÁP 


Cơ sở của phuong pháp dung mặt phân giác theo định 
nghĩa cần phải thực hiện ba bước cơ bản : 


O В, : Dựng góc nhị diện ấÑB của nhị điện (о; d; В). 
O B;: Dung tia phân giác Mc của áMb 


O В; : Dung mặt y = (d; Mc) với d = a ^ В. Thi y là mặt 
phân giác của (о; j). 













© Ghi chú: Một điểm trên mặt phán giác có khoáng cách 
đến hai mặt nhị diện bằng nhau. 


IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 178 

Cho hình chóp S.ABCD có là tam giác SAB đều và ABCD là hình vuông. Giả sử (SAB) 1 (ABCD). 
Xác định mặt phân giác của các nhị diện (B; AD; 8). 


Giải 





Gọi G là trọng tâm AABC đều. 
Kẻ АС ^ SB = М = (АММ№) n SC =N 
Theo tính chát giao tuyến song song ta có MN // CD. 
Để ý AD 1 (SAB) 
JAD 1 SA 
|AD 1 SB 
Đông thời AM là phân giác SAB. 
Do đó mp(AMND) là một phân giác góc nhị diện (S; AD; B) (ycbt). 
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Bài 179 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD. Chứng minh rằng SO là giao tuyến của các mặt phân 
giác tương ứng với các cặp nhị diện (SA), (SB) và (SB), (SC) và (SC), (SD) và (SD), (SA). 
Giải 
Do tính chất đối xứng ta chỉ cần xét một cặp nhị điện (SA), (SB) là đủ. 
(DM ¡ SA 


Dë ý đến nhị diện (SA), dựng ВМ L SA > (ом ISA 






= OM là tia phân giác của DMB - 6À) 
= (SOA) là mặt phân giác nhị diện (SA). 
Tương tự do tính đối xứng : 
'(SOB) là mặt phân giác nhị diện (SB) 
(SOC) là mặt phân giác nhị diện (SC) 
(SOD) là mặt phân giác nhị diện (SD) 





Do đó SO là giao tuyến tương ứng trong ycbt (pem). 


Loại 6: XÁC ĐỊNH МАТ САО NỘI TIẾP MNH CHÓP ĐÁ GIÁ C ĐỀU 


L PHƯƠNG PHÁP 

Cơ sở của phương pháp thường sử dụng cho hình chóp 

tam giác đều qua ba bước : 

O В, : Xác định trục đường tròn d của đa giác đáy (thông 
thường d qua đỉnh 5). 

ñ B;: Xác định mặt phân giác (y) của một mặt bên tùy ý và đáy. 

O В: (d) ^ (ү) = W là tâm mặt cầu cán tìm và khoáng cách 
từ W đến các mặt bên hay đáy của hình chóp là bán kính 
r của mặt cầu. 

O Ghi chú : Sau này ta có thể tính bán kính mặt câu nói 
tiếp hình chóp bằng thé tích V và diện tích toàn phán S,p 


như sau: r = - 1 


















Giải 
Gọi С là trọng tâm AABC đều. > GB = GD =GC (1) 
Tứ diện đều ABCD canh a. = AB = AD = АС (2) 
Từ (1) và (2) cho ta AG là trục đường tròn ngoại tiếp ABCD. 
| Dung mặt phân giác (y) của góc nhi điện canh CD là АВ. 
=> yn AG = W 
NR M є AG > №; (ABO)] = d[W; (ACD)] = d[W; (ADB)] 


Wey -»d[W; (АСП) = d[W; (BCD)] 


[w là tâm mặt câu nội tiếp tứ điện đều ABCD (усы) ` 
МН = WG = r là bán kính mặt cầu nội tiếp tứ diện 


B 





Định lý đường phân giác và diện tích cho: IW = MÀ ТО) 











3.ua 
=> r= WG = Jw? -GP = —- .cos2(WIG) - GI? 
(AI + GD? 
Độc giả tự giải — r = == (ycbt). 
@ Cách khác : Ta có : V = isor > rz v (1) 
3 Sip 
l a3 
Sy = 45лвср = 41.25) = J3a? 
Trong đó : 5 ; 
l lí 1 a 3 a 3 l a 3 Ма? 
У = -Вһ =—-|—a—— ||| — | -|———| = 
3 JA 2 3-2 12 
(1) a” 6 
: с; 12 _ а 
Do đó : > г = "Бы? US (ycbt) 
Bài 181 





Trên đường vuông góc với tam giác đều ABC canh a tai trực tâm lấy một điểm S sao cho 

SH - 2a. Xác dinh tâm và bán kính mặt cầu nói tiếp tứ điện SABC. 
Huóng dán 

Tương tự bài trên : W là tâm và r = WH là bán kính mát câu nội tiếp 


tứ diện SABC. Với Są = 1 воз) cả ВСА 












2 
Và V 2 Bh = iita _ УЗа 
3 3137 27 6 
ibo tr. is. 
AOL AR. 
Dodé:r-2 < = =а (ycbt). 


tp 
Bài 182 | 
Xác định tâm và bán kính mặt cầu nội tiếp tứ diện ABC có AABC đều canh a cho SA = SB = SC 
và góc nhị diện (BC) là o. 





Huóng dán 


Dóc giá tu giái, tuong tu bài trén. 


Bài 183. — 
Tim bán kính mặt cầu nội tiếp hinh chóp tứ giác đều có canh bên bằng canh đáy là a. 


Giải 
š n l a 3 E 2 
Ta сб: 8,,* a^ + (14595 )- з) 


-G-E 


2 2 4 2 
Gọi V là thể tích hình chóp tứ giác đều. 
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> V= l Bh = 1 „2 ау2 = Ý2 3 
3 3 2 6 
42. 
ả.—a 
J 3V 6 42a 
Do đó : r = — = —— Z ( cbt). 
S, (d3«Da? JS +1) : 
III. GIẢI TOÁN THI 


Bài 184 (ĐẠI HỌC CÔNG AN TRUNG ƯƠNG - 1970) 
l| Người ta xem 6 mặt trung trực của 6 cạnh của một tứ điện. Chứng tỏ rằng 6 mặt ấy giao 
nhau tại một điểm. 
2/ Gọi r và R lần lượt là bán kính của đường tròn nội tiếp và của đường tròn ngoại tiếp của 
một mặt tam giác tùy ý của tứ diện trên. 
1 
<—. 
2 








Chúng minh ràng : 





e 





Giải 

l/ Cho tứ điện ABCD.Goi I là giao điểm của ba đường trung 
trực của tam giác ВСР. 

= [là tâm đường tròn ngoại tiếp (BCD). 

Hai mặt trung trực của hai cạnh BC và CD có điểm 
chung I, nên phải cát nhau theo giao tuyến d. 

=> d L (BCD). 

Hai mặt trung trực của canh BD và CD cũng 
có điểm chung I, nén phải cát nhau theo giao tuyến (d') qua I và d' 1 (BCD). 

= (4) = (d) 

Vậy ba mặt phẳng trung trực của ba cạnh của tam giác (BCD) cắt nhau theo đường thẳng 
d vuông góc với mặt phẳng (BCD) tại I. 

Cạnh AB xiên góc so với mặt phẳng (BCD), nên mặt phẳng trung trực của cạnh AB cắt 
đường tháng d tại một điểm O. 

= O là điểm chung của bốn mặt trung truc của bón canh BC, CD, DB và AB. 

=> ОВ = ОС = OD = OA. Các đẳng thức ОС = OA và OD = OA chứng tỏ O cũng đồng thời 
thuộc các mặt trung trực AC và AD. 

Vậy O là giao điểm của sáu mặt trung trực của sáu cạnh của tứ diện đã cho (dpcm). 
O Cách khác ta có thể lập luận đơn giản như sau : 

Rõ ràng một điểm tùy ý thuộc đồng thời cả sáu mặt phẳng trung trực của sáu cạnh của tứ 
điện khi và chỉ khi điểm đó cách đều bốn đỉnh của tứ diện. 

Chỉ có một điểm duy nhất có tính chất này, đó là tâm của hình cầu ngoại tiếp tứ điện 
=> (dpcm). ` 
2/ Giả sử gọi AABC là tam giác cần xét trong giả thiết và gọi : Đường tròn nội tiếp AABC có 
tâm О, và bán kính r; còn đường tròn ngoại tiếp AABC có tâm О, và bán kính R. 
se Dung tam giác А,В,С; có các canh di qua các dinh của AABC và song song với các canh 
của AABC. i 
e Dung các tiếp tuyến của đường tròn tâm О, (bán kính R) tại các tiếp điểm T\, T>, Tạ và 
song song với các cạnh của tam giác А,В,С; sao cho tiếp tuyến A; B; song song với АВ, và 
tiếp điểm Т» nằm trên cung AB (chứa điểm C), ta được tam giác A;B;©:. 
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Theo cách dựng trên đây, mièn trong tam giác А,В,С, 
nằm hẳn ở trong của тіёп trong tam giác А,В,С, và 
AA¡B¡C; V AA;B;C; 

=> Gọi thêm К, là bán kính đường tròn nội tiếp tam giác С T: 
А,В,С. 1 

=> К, < К. 

Mặt khác, tỷ số đồng dạng của bán kính của đường tròn 
nội tiếp hai tam giác đồng dạng А,В,С, và ABC bằng tỷ số 
các cạnh của hai tam giác đó, tức là : 

R, _ А,В, 

m AB: 
O Cách khác : 

Đặt ОО, =7, từ công thức Euler : 2 = R? — 2Rr. 
R » 0 (hién nhién) 1 
R-2r20 2 
Bài 185 (DAI HOC KHÓI A - MIỄN BẮC - 1972) В; 
Cho một khối tứ diện đều SABC. Gọi SH là đường cao của khối tứ diện đó và I là trung 
điểm của SH. 

a/ Chứng minh rằng điểm I, trọng tâm T của tam giác ABC và tâm hình cầu ngoại tiếp khối 

tứ diện [ABC tháng hàng. 

b/ Tính bán kính của hình câu nói tiếp khói tứ diện IABC theo canh a của tứ điện đều SABC. 

c/ Chứng minh rằng ba đường thẳng AI, BI và CI từng đôi một vuông góc với nhau. 
Giải 

a/ Để ý do tính chất đều của tứ điện SABC nên SH chứa I là trục đường tròn ngoại tiếp 

AABC và T = H S 

Gọi Г là tâm mặt cầu ngoai tiếp hình chóp. 

= I e IH = IS 

> T, 1, H tháng hàng (dpcm). 

b/ Gọi O là tâm hình cầu nội tiếp tứ điện IABC, thì O 
nằm trên IH, đồng thời O nằm trên mặt phẳng phân giác 

của góc nhị điện cạnh AB, tức là O là giao điểm của IH 

và đường phân giác góc IMH, và r = OH là bán kính hình A 
cầu nội tiếp khối tứ diện IABC. 


=2 € R=2r © 92r<R © 





c /=R”-2Rr>0<> | (đpem). 


E 
QS == А 
R 












Ta có: SH = SA? - AH? - 











К e fud 
2 6 
Xét tam giác vuóng IMH ta có : 
a6 l 
I 
t TÊN - 2H.. 6 2349.45 (1) O 
MH a3 3 r 
е М H 
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Mặt khác: IM - JMH2 « IH? = = 
(1) 
Theo cóng thúc nhán : — s ед = 42 
1 - tan“ M, 
tanM, = L > 0 
e J2tan? M, + 2tanM, - J2 = 0 < "B 
tan M, T AE 0 (loai) 


Xét tam giác vuóng OMH, ta có : 


r - OH - MH tan OMH - ауз 33-1 - аууз -D (ycbt). 


6 2 642 
O Ghi chú : Độc giả có thé tính г = s bài toán së đơn giản hơn nhiều! 
t 


P 


ç Nhu ta đã tính được trong câu b) : ІМ = tương tự ta có : IN = 
1 1 1 
= ІМ = — AB, IN = —BC, IP =—AC 
2 2 2 


> Các tam giác AIB, BIC уа CID đều vuông tai I, trung tuyến có độ dài bằng nửa cạnh đó. 
= AI, BI và CI đôi một vuông góc nhau (dpcm). 
Bài 186 (DAI HỌC KHÓI B - MIỄN BẮC - 1972) 
Cho hình thang ABCD, vuông ở A và D, AB = AD = a, DC = 2a. Trên đường thẳng vuông góc 
với mặt phẳng ABCD tai D lấy một điểm S sao cho SD = a. 
a/ Các mặt bên của hình chóp SABD là những tam giác như thế nào ? 
b/ Xác dinh tâm và bán kính hình cầu đi qua các điểm S, B, C, D. 


ç Goi M là điểm giữa SA. Mặt phẳng DMC cắt hình chóp SABCD theo thiết diện gì ? Hãy 
tính diện tích của thiết điện đó. 








Giải 


a/ Một cách đơn giản chúng ta sẽ chứng minh được các mặt bên của hinh chóp là bốn tam 
giác vuông. 


Độc giả tự giải. Chẳng hạn ta tính được : 
SC = JSD? + cp? = Ja? + (2а)? = ау5 
SB = VSA? + AB? = J(aJ2) +a? = a3 > SC? = SB? + BC? = 5a? 
BC = a/2 


=> ASBC vuông ở B (dpcm) 
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b/ Gọi O là trung điểm của SC. Để ý thấy hai tam 
giác SDC vuông và SBC vuông theo thứ tự tai D và 
B nên ta có : 

SC a5 


OS = OD = OB = ОС = — = 
2 2 


Vậy S, B, C, D nằm trên mặt câu tâm O, bán kính: 
2 2 
c Hai mặt phẳng (DMC) và (SAB) có điểm M chung nên 
chúng cắt nhau theo một giao tuyến MN (N nằm trên SB) và A = B 
vi AB // CD nën MN // CD (và MN // AB). 
= CDMN là hình thang, đó là thiết điện của hình chóp với mặt phẳng DMC. Mà CD 1 CM 


=> Thiết điện CDMN là hình thang vuông tại D và tại M. (ycbt) 


av2 


Do M là trung điểm SA nên ta có : DM = 58А = ase MN = 5 





Ab == 
2 
Vậy diện tích thiết diện CDMN bàng : 


a 
2a + — 2 
Sz ro hu z — 242 = EP (ycbt). 


2 2 2 
Bài 187 (DAI HOC KHÓI A - MIÉN BÁC - 1973) 


Cho hình chóp tứ giác đều S. ABCD dinh S, đáy là một hinh vuông ABCD cạnh bằng a, các 
mặt bên làm với mặt phẳng đáy với một góc ọ. Ta dung mặt phẳng phán giác của góc nhi 
điện cạnh BC trong hình chóp (tức là góc nhị diện của hình chóp xác định bởi mặt BCS và 
mặt BCAD); mặt phẳng phân giác này cắt SD ở M và SA ở N. Tính thể tích của hình chóp 
S.BCMN theo a và ç. 





Giải 

Gọi I, L theo thứ tu là trung điểm của BC, AD. Và do hình chóp S.ABCD là hình chóp tứ 

giác đều — ASIL là tam giác cân mà góc ở đáy Sỉ, = Ц > o và SH là đường cao cua hình 
chóp. H = AC = BD 

Mặt phẳng phân giác (œ) của nhị diện cạnh 

BC chính là mặt phẳng đi qua BC và đường phân 


giác IK của SÍR và K là trung điểm của MN. Từ 
đó dë dàng thấy rằng thiết điện BCMN là một 
hình thang cân. 


Diện tích hinh thang BCMN được tính theo 
công thức : 


SBCMN = Zec + MN).IK 





Theo định lý hàm sin trong ALKI ta có : 


IL 
sinIKL = sinKLI 


106 


a PT EE om a — mia 38ing 
sn[z~ 3] Huy "uy 


3o - 3ø 


sin— sin 
2 


e 


Theo định lý hàm sin trong ASKI, ta có : 











. Ọ 
sinSÍK — sin$&RI SI ấy 3o 
MN SK SK SK sin? 
Nhung: — = — = — > ММ = AD.— = 2 
AD SL SI S . 39 
sin—— 
2 
sin? sin 
= Әвсмх = —a| 1+ : Š Ф 
вів ср 
2 2 
+ 4 Фф 
А аќ ѕіп“ фсоѕ— 
=> SncMN = 257 [sin2? s sing) ше. = = 2 
2 si 229 іш? 


ро (SKI) L (BCMN) nên đường vuông góc SJ hạ từ S xuống IK cũng chính là đường cao 
của hình chóp SBCMN. Trong tam giác vuông SJI ta có : 





asin? 
SJ = SIsin ° = < 
2 2coso 
1 1 a? sin? 9cos- asin- a? sin? o 
Vs BCMN = — S(BCMN).SJ = U E ERR mtt e (ycbt). 
3 si 229 2cos9 12sin? "cose 


Bài 188 (DAI HOC KHÓI B - 1974 - MIỄN BẮC) 






2a 
x v3 
với mặt phẳng P và đi qua giao điểm hai đường chéo của hình thoi trên, người ta lấy điểm S 
sao cho SB = a. 

a/ Chứng minh rằng tam giác ASC là vuông. 

b/ Tính thé tích và diện tích toàn phần của hình chóp S.ABCD. 

ç Chứng minh rằng góc nhị diện tạo nên bởi các mặt SAB và SAD là vuông. 


Trong mặt phẳng P cho hình thoi ABCD với AB = a và BD = . Trên đường vuông góc 








Giải 
a/ Gọi O = AC ^ ВО: trong tam giác vuông ОАВ ta có: 
2 2 
OA? = AB? - OB? = а? — Z) zaa 
Ja 3 
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Trong tam giác vuông OBS ta có : 


2 
os-sw - OB? =a- [4] _ 2a” 
J3 3 

Nhu vây : OC = OA = os 52 


Nói cách khác tam giác ASC có đường trung tuyến SO 
bằng nửa cạnh đáy AC, ASC là tam giác vuông tại S (đpem). 


1 
b/ Ta có : VSABCD = 3 SO.dt(ABCD) 





Trong đó : dt(ABCD) = OA.BD = dt(ABCD) = 22 T 
3 
v. 1842 242a" _ 4а? (ycbt). 
3 а З 


Trước hết ta nhận xét rằng các mặt bên (SAB), (SBC), (SDC), (SAD) là bón tam giác bằng 
nhau. 

Thật vậy, với SA = SC, SB = SD và từ giả thiết : AB = BC = CD = AD thì 4 tam giác đó có 
các cạnh tương ứng bằng nhau. 


Hạ BH 1 SA, ABSA là tam giác cân (BA = BS) nên BH cũng là trung tuyến của tam giác 


BSA, tức là HA = HS = ^S 


Trong tam giác vuóng OSA ta có : 
4a? 2a 





дле 08*'4 OA* 2 ——— SA = 
3 43 
> АН T = 
2 
2 
dl e^ `. 24 
3 
2 
dt(SAB) = І SA.BH = гек dS 
2 v3 v9 3 


Cuối cùng ta được : 


Sp = dt(ABCD) + 4dt(SAB) = 


2a?42 + 4a?42 
3 3 
= 85. = 2a 2/2 (усы). 

c/ Nối D với H = DH là đường cao của tam giác cân DSA. 


—— —““.= 
Do vậy DHB = (SÀ) = [(SAB); (SAD)] 
2a? 
3 


Ta có : DH? = BR? = 
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2 2 2 
э рн? + BH? = 28. 75. 28 - BD? 









= ABHD vuông tại đỉnh H. 
= Góc nhị diện cạnh (SA) là nhị điện vuông (ycbt). 
Bài 189 (ĐẠI HỌC KHỐI B, N - 1975) 
Cho một tam giác vuông cán ABC, AB = AC = a. BB' và CC' cùng vuông góc với (ABC), ở 
cùng một phía đối với mặt phẳng đó và BB' = CC' = a. 
а/ Chứng minh rằng tam giác AB'C' là tam giác đều. 
[b/ Tính thé tích của hinh chóp có đỉnh là A và đáy là tứ giác BCC'B. 
T Chứng minh rằng năm điểm A, B, C, C', B' cùng nằm trên một mặt câu. Tim thé tích của 
| hình câu tương ứng. 
Giải 
а/ Các tam giác AABC, АВАВ’, ACAC' vuông cân. 
> BC. = AB: = ÁC = a /2 
> BC = AC = AB = a V2 
= AABC' là tam giác đều (dpcm). ` 
Ы Ha AH 1 BC. Và thấy BB' 1 (ABC) > BB' 1 AH 
AH 1 BC 


Lai có : AH 1 (BCC'B) 
"E AH A «d à 


Điều đó chứng tỏ AH là đường cao của hinh chóp 
A.BCC B.. 





Trong ^ vuông cân ABC : => = —— 


la 
Vậy VABCCB = ZAH .dt (BCC'B') = Le la. aJ2)- = = — Енен 
ç боі О là tám hình chữ nhật BCC'B'. Ta сб: 


ауз 


ОВ = ОВ = ОС = ОС' = —— (1) 


2 
Trong tam giác vuông HOA — AH = 42 


Do ОН là tới DNE binh của tam giác BCC'. 
> ОН = ;CC - 


+ OA = ЈАН? « OH? = o (2) 


Từ (1) và (2) = ОА = ОВ = ОВ = OC = OC' = $ 
Do dó O là tâm hình cầu đi qua năm điểm A', B, B', C, C' và thể tích V, của hình câu đó bằng: 
4 3 4 =3 na? 4/3 
= T = =g] —]| = 2 


3 2 





(ycbt). 
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Bài 190 (ĐẠI HỌC KHOA HỌC KHỐI A - 1977) 


Cho AABC đều cạnh a, nội tiếp trong một đường tròn tâm O chứa trong một mặt phẳng 
(P). Gọi D là điểm xuyên tâm đối của A trên đường tròn này, còn SD là một đoạn thẳng có 
chiều dài là a và vuông góc với (P). 


1/ Chứng minh SAC và SAB là những tam giác vuông. 
2/ Tính diện tích toàn phần của hình chóp SABC. 
3/ Định tâm của hình cầu đi qua 5 điểm S, A, B, C, D. 


Giải 











1 


— 


Ta có : D là xuyên tâm đối của A 
AD 1 BC (tại H) 
SD 1 (P) và AB 1 BD 


=> AB L SB => ASAB vuông tai B (dpcm). 
Ly luán tuong tu ta cüng có ASAC vuóng tai C (dpcm). 
2/ Gọi S, là diện tích toàn phần của hinh chóp SABC, ta сб: 
Sip = dt(AABC) + dt(ASAB) + dt(SAC) + dt(ASBC) 


Уз 


e dt(AABO) - >с 


(theo định lý 3 đường vuông góc) 


° Trong ASDB 





3 
= SB? = Вр? + 8р? B + a? 


2 2 
3a. 2 „ lêa = SB = 
9 Ə 


= SB?- 








Nén : dt( ASAB) = 2 AB.SB = 25B. 


2 уз 


— dt(ASAB) = v - dt(ASAC) 





2 3 : 
Xét : зн? = HD? + sp? - (28) ta? _ 98 „2 _ 39a 





2 
i ӨН? „= 39. 2 BH. 299 
36 6 


1 а/39 2 a? /39 


= dt(ASBC) = + BC.SH = — .a. = 
2 2 6 12 


a?43 : 2a?43 Е а? 4/39 ` a2/39 
Tre _———— Ee, M 


— ——— (11 13 bt). 
3 12 12 ( + V13) (усы) 


3/ Để ý đến ba tam giác SAB, SAC, SAD chung cạnh SA và lần lượt vuông tai B, C, D nên 








Lúc dó e Sip — 





J 2 2 
năm điểm A, B, C, D, S nằm trên mặt cầu, bán kính R = 5А = Dm = a và tâm 
của hình cầu là trung điểm I của đoạn SA (ycbt). 
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Bài 191 (ĐẠI HỌC KHỐI A - 1976) 

Cho một tam diện ba mặt vuông Oxyz. Người ta lấy lần lượt trên Ox, Oy, Oz các điểm P, 

Q, R cùng khác điểm O. Gọi A, B, C theo thứ tự là điểm giữa của các đoạn PQ, QR, RP. 

a/ Chứng minh rằng các mặt của khói tứ điện OABC là những tam giác bằng nhau. 

b/ Cho OP = a, OQ = b, OR = c. Tính thể tích khối tứ dien OABC. 

с/ Tìm tâm của mặt cầu ngoại tiếp khói tứ diện OABC. 

d/ Chứng minh rằng tón tại một mặt câu tiếp xúc với cả bón mặt của khói tứ điện OABC. 

Tìm tâm mặt cầu đó. 

е/ Chứng minh rằng nếu các góc nhị diện ОА củá khối tứ diện OABC là góc nhị điện vuông 
thì hai góc B và C của tam giác ABC thỏa mãn hệ thức : tanB.tanC = 2 và ngược lại. 





Giải 
a/ Tính chất đường trung bình của tam giác. 
= AB = Lm BC = 19. AC = QR 
2 2 2 
Do các tam giác POQ; QOR; ROP là vuông tai O: 
= ОА = E › ОВ = ча. ОС = =} 


— iuc ырын ЕЕ 

=> Сас mặt của tam diện OABC bằng nhau (ycbt). 
b/ Gọi H là chân đường cao của tứ diện OABC hạ từ 
O và h chính là đường cao của tứ điện OPQR hạ từ O. 

Để ý 4 tam giác QAB, BCR, CBA, APC là bằng nhau. 


=> dt(AABC) = = AAPOR) 


=> VoABC = Š h.đưAABC) = hl .dt( APQR) = 4 орав 


Mặt khác ta có thé tính thể tích tứ điện vuông OPQR là : 
1 17-2 1 
Vo.pqn = а PO. dt(QOR) = 3" "2 9f = 6 20% 
1 
4 
ç Gọi О, là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác АВС; О, 
là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác OBC. 
Từ O¡ ta kẻ đường thẳng vuông góc với mặt phẳng 
- (ABC) và từ О, ta kẻ đường thẳng vuông góc với mặt 
. phẳng (ОВС) : đó là hai trục đường tròn (ABC) уа (OBC). 
Hai đường thẳng này cắt nhau tại I (vì chúng cùng nằm trong mặt phẳng trung trực của 
- đoạn BC). 
= giao điểm I chính là tâm mặt câu ngoại tiếp tứ diện OABC, (vi IA = IB = IC = IO = R). 
d/ Từ I hạ 103, IO, lần lượt vuông góc với mặt phẳng (АОВ) và (OAC). 
=> Оз; О, thứ tự là tâm vòng tròn ngoại tiếp tam giác АОВ và AOAC. 
Vì bốn tam giác OAB, OBC, OAC, ABC bằng nhau nên các đường tròn ngoại tiếp chúng 
cùng bán kính К,. 


1 1 
V =—V = —.— abc = — abc (ycbt). 
> VoABC = т VO.PQR E Ln (ycbt) 
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= O =R 

Xét tam giác vuông ІО,А уа IO;O ta сб: sam -0/0%R, > ІО; = IO; 

Chúng minh hoàn toàn tương tu ta có: IO; = ІО; IO, = IO; 

=> IO, = IO; = IO; = IO, = r (tính chất bác cầu) 

=> I chính là tâm mặt cầu tiếp xúc với bón mặt của tứ dien OABC (tâm mặt cầu nói tiếp) (đpem). 
e/ Với điều kiện ban đầu góc nhị diện canh OA là vuông. 

Hạ từ C : CH 1 OA — CH 1 (AOB). 

Nói HB ta có CH 1 HB 

=> AHBC vuông tai Н. 

Hạ từ B : BH' 1 OA > BH' = CH, và OH = BH. 


Do AABC = ACOA > Ê = CAO; B = COA 


> tanB.tanC = tanCOA.tan CAO 
Lai xét các tam giác vuông HCO và HCA ta có : 





зы е OA EE 
AH OH 
2 
ар aa е He HE (1) 
AH OH AH.OH 
Xét đến : ОА? = (OH + АН)? = OH? + AH? + 2AH.OH (2) 


Trong tam giác vuông HBC ta có : 
ОА? = BC? = НС? + НВ? = НС? + Н'В? + НН? 

= 2HC? + (AH - ОН)? 

- 2HC? + AH? + OH? - 20H.AH (3) 
Từ (2) và (3) ta có : HC” = 2AH.OH 
Thay vào (1) ta được: tan.tanÊ = 2 
Ngược lại, giả sử đã có tanB.tanC = 2 | 
Với chú ý : AABC = ACOA > B = СОХ: C = CAO 

= tanCOA.tanCAO - 2. 
H 

Từ C ha AH 1 OA. Ta có : tanCÓA = с; tanCÁD = — 


Từ B ha BH' L OA. Và ACOA = ABAO : = CH = BH; ОН = АН. 
Ta có: НВ? = BH? + HH = BH"? + (AH - ОН)? 

=> НВ? = СН? + AH? + OH? - 2AH.OH = АН? + OH? 

=> CH? + НВ? = СН? + AH? + OH? 
Mặt khác ta có: ВС? = ОА? = (OH + HA) 

= BC” = АН? + ОН? + 2AH.OH = АН? + ОН? + СН? 

Tóm lại ta có: ВС? = СН? + НВ? 
= AHBC vuông tai Н &» CH 1 BH. 
Ta đã có СН 1 ОА > СН 1 (ОАВ) (СОА) 1 (АОВ) 
<> nhị diện (OA) là nhị điện vuông (dpcm). 
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Bài 192 (ĐẠI HỌC SƯ PHẠM TP.HCM HỆ 4 NĂM - KHỐI A - 1976) 


Trong một mặt phẳng (P) người ta cho một tam giác vuông cân ABC với AB = AC = a. Bu 
và Cv là những nửa đường thẳng góc với (P) tại B và C và ở cùng một phía đối với (P). Trên Bu 
và Cv người ta lần lượt lấy những điểm M và N di động sao cho tam giác AMN vuông góc tại M. 
Đặt : RM = x và CN = y. 
lí Hãy tính y khi x = a; tính diện tích tam giác AMN, suy ra cosin của góc nhọn hợp bởi mặt 
phẳng (AMN) với (P). 
2/ 11а trung điểm của BC. Chứng minh rằng góc AMI là góc phẳng của nhị điện có cạnh là 
MN và có các mặt phẳng BMNC và AMN. Tính giá trị của góc này khi x = a. 
3 Chứng minh : 

a/ Bốn điểm C, I, M, N cùng nằm trên vòng tròn. 
b/ Năm điểm A, C, I, M, N cùng nằm trên một mặt cầu. Hãy xác định tâm của hình cầu này. 













Hướng dẫn 
Độc giả tự giải và đáp số như sau : 
TOUT las E =: 2/ = 30°. 
2 v6 


Bài 193 (ĐẠI HỌC KT - TC - KT - SP TP.HCM - KHỐI A - 1979) 

Cho hình chóp V.ABC có các mặt bên hợp với mặt phẳng đáy ABC thành những góc nhị 

điện bằng nhau có góc phẳng là ọ. 

l/ Chứng minh rằng chân của đường cao hình chóp xuất phát từ dinh V là tâm của đường 

tròn nội tiếp trong tam giác ABC. 

2/ Tìm điểm O cách đều các mặt bên và mặt đáy hình chóp. 

3/ Gọi г là bán kính đường tròn nội tiếp trong tam giác ABC và R là bán kính hình câu nội 

tiếp trong hình chóp V.ABC, tính R theo r và ọ. 
Giải 

[là hình chiếu của V xuống (ABC) 

J,K, Mlà hình chiếu của V lên các cạnh AB, BC, CA. 


VI L (ABC) 
Theo định lý 3 đường vuông góc, ta có : S U18 









U Goi | 


VJ L AB 


Tương tự, IK 1 BC và IM 1 AC > VJI = WRI = VMI = ç 
Ba tam giác vuông VIJ, VIK, VIM bằng nhau (vì có 
chung cạnh góc vuông VI và có góc nhọn bằng nhau) 
= IJ = IK = IM. 
Vậy I là tâm của đường tròn nội tiếp của tam giác 
ABC (dpcm). 
2/ Giả sử đã tìm được điểm O cách đều 4 mặt 
của hình chóp V.ABC. Gọi O\, О», О» lần lượt là A 
hình chiếu của O trên các mặt (VAB), (VBO), 
(VCA) theo thứ tự đó. 
Ta có: OI = OO, = OO, = OQO}. 


OI = OO, > O ở trên phân giác của ЧЛ. 
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OI = OO; => О ở trên phân giác của VRI. 
OI = OO, > O ở trên phân giác của VMI. 


Vậy chỉ cần O là chân đường phân giác của ҰЛ là đủ (ycbt). 
3/ Tính R theo r và ọ. 
Ta сб: R = ОО»; IJ = IK = IM = r. 


Trong AOO;K = OO, = OKsin 2 (3) 











Trong AOIK > ОК = IK (4) 
cos. 
2 
sin 
Thay (4) vào (3), ta có : OO, - IK = гап 
cos- 
2 


Vậy : R = rtan (ycbt). 


Bài 194 (DAI HOC Y - NHA - DƯỢC - QUÂN Y TP.HCM - 1980) 

Trong không gian cho một đoạn tháng IJ. Trên một đường tháng d vuông góc với IJ và di 
qua I; lấy vé hai phía của I hai điểm A, B với AI = IB = a; trên một đường thẳng (d') vuông 
góc với IJ và di qua J; lấy vé hai phía của J hai điểm C, D với CJ = JD = b. Các đường tháng 
(d) và (d') không nằm trong cùng một mặt phẳng. 

1/ Chứng minh rằng : AC = BD và AD = ВС. 

2/ Chứng minh rằng tâm của hình câu ngoại tiếp tứ điện ABCD nằm trên đường tháng IJ. 

3/ Tính bán kính R của hình cầu trên theo a, b và c = LJ. 


Giải 












АІ = IB 
`АВ 1 1g 


JC = JD 
CD 1 IJ 


Do đó đoạn tháng AC và BD đối xứng nhau qua IJ, suy ra AC = BD (dpcm). 

Lập luận tương tu ta сб: AD = BC (dpcm). 
2/ Gọi O là tâm của hinh cầu ngoai tiếp tứ diện ABCD. Vi IJ là một đường trung trực của cá 
AB và CD nén tâm O phái ở trên đường tháng IJ. 


1/ Ta có | = А và B đối xứng với nhau qua đường thẳng IJ. 


| = C và D đối xứng với nhau qua đường tháng IJ. 


3 Tacó: R? = ОА? =IO2 + ІА? = а? + OI? (1) 
R? -OC? = ОЈ? +4С? = b? +(LL— ОР? 
R? = b? + (c —IO)* = b? + c? + OI? - 2ce.OI (2) 


Từ (1) và (2), suy га: a? + OI? = b? + c? + OI? - 2c OI 
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2 2 2 
Q ep ditus. 





2c 
2 quc 
Thay OI = узса vào (1) 
с 
т. 2 ү2 
> R? =a? +4 Perera. 
2c 


Vây : R = ~at + b* + c* + 2a?c? + 2b?c? – 2a?b2 (dpcm). 
с 

Bài 195 (DAI HỌC SƯ PHẠM - NÓNG NGHIỆP - TÓNG HỢP - KHỐI B - 1981) 
Cho góc tam diện Oxyz với các góc phẳng ở đỉnh Оў = 600: $Oz = 90°, ZOx = 120". 
Trén Ox, Oy, Oz l&y các diém A, B, C vói OA - OB - OC - a. 
а/ Chứng minh rằng tam giác ABC vuông. 
Ы Chứng minh rằng trung điểm Н của đoạn AC là hinh chiếu vuông góc của О lên mặt 
phẳng ABC. Từ đó suy ra thể tích của tứ điện OABC. 
ç Xác định tâm I và bán kính hình cầu ngoại tiếp tứ điện OABC. 


Giải 
а/ Ta có: | AAOB cân = AAOB đều > AB = a 
ABOC vuông cân — BC = ау2 
ЛАОС > АС = ауЗ 
=> АС? = АВ? + ВС? = За? > Л ABC vuông tại В (рст). 












ургу: OH- O^. 8 . вн _ AC _ ауз 
2 2 2 2 
2 ОВ? = ОН? + HB? > ОН І НВ. 
ОН L НВ 
Từ : OH 1 (ABC 
xd moy 


= H là hình chiếu của O xuống mp(ABC). 
Lúc đó thể tích V của hình chóp OABC là : 


Уолвс = i dt (AABC)x OH 


5 AB x BC OH 
a? J2 


12 
c) OH là truc (d) của AABC. 
Tám I của hình câu ngoại tiếp tứ điện OABC là giao điểm của OH với mặt trung trực (œ) 
của OC. 
Ta có: IO = IA = IC = AIOC cân có KOI = 60° — AIOA dèu. 
= IO = IA = ІС = a = R (bán kính hình cầu) (ycbt). 





= V = (ycbt). 
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Bài 196 (ĐỀ A 2 -1981) 

Trong mặt phẳng (P) cho nửa đường tròn đường kính AB = 2R. Giả sử M là một điểm tuỳ 

ý trên nửa đường tròn, khác với A và B. Gọi H là hình chiếu vuông góc của M lên AB, đặt x = | 

AH. Xem nửa đường thẳng Mu vuông góc với (P) tại M, giả thiết Mu luôn luôn ở về cùng một 

phía đối với (P) khi M thay đổi trên Mu lấy điểm S với SM = MH. 

a/ Tính độ dài các cạnh của tứ diện SABM. 

b/ Chứng tỏ rằng góc nhị diện canh AB tạo bởi các mặt phẳng (P) và (SAB) có giá trị không 

đổi khi M thay dói.. 

c/ Xác dinh vi trí tàm hinh cáu ngoai tiép tit dien SABM Tính bán kính hinh cáu &y theo R và 

x. Với giá trị nào của x thi bán kính ấy có giá trị lớn nhất ? 
Giải 

(Xem Đề ĐẠI HỌC SP - KT - KT - NN - KHỐI A - 1982) 

Bài 197 (ĐẠI HỌC SP - KT - KT - NN - KHỐI A - 1982) 

Trong mặt phẳng (P) cho nửa đường tròn đường kính AB = 2R. Giả thử M là một điểm tùy 

ý trên nửa tròn, khác với A và B, gọi H là hình chiếu vuông góc của M trên AB, đặt AH = x. 

Xem nửa đường thẳng MN vuông góc với (P) tại M. Giả thiết MN luôn luôn ở về cùng một 

phía đối với (P) khi M thay đổi, trên MN lấy điểm S với SM = MH. 

a/ Tính độ dài các cạnh của tứ diện SAMB. 

b/ Chứng tỏ rằng góc nhị diện cạnh AB tạo nên bởi các mặt phẳng (P) và (SAB) có giá trị 

không đổi khi M thay đổi. 

c/ Xác định vị trí tâm hình cầu ngoại tiếp tứ điện SABM. Tính bán kính hình cầu ấy theo R và 

x. Với giá trị nào của x thì bán kính ấy có giá trị lớn nhất ? 
Giải 
























a/ Hë thức lượng trong tam giác cho : 
AM? = АН x AB = 2Rx > АМ = J2Rx 
BM? - BH x AB - 2R(2R - x) 
> ВМ = 4/2R(2R - x) 
MH? - AH x BH - x(2R - x) 
= MH = 4x(2R - x) 


=> MS = МН = 4x(2R - х) 
SA” = MS? + МА? 
= x(2R - x) + 2Rx = x(4R - x) 
=> SA = xx(4R - x) 
SB? = MB? + MS? = 2R(2R - x) + x(2R - x) = 4R2 - х? 
=> SB = V4R? - x? ; AB = 2R (ycbt). 


b/ Góc nhi dién tao bói (P) và (SAB) khóng dói. 
SM 1 (P) 
MH 1 AB 


> Фф = [CD; (ЅАВ)] = (АВ) - SHM (ASMH vuóng cán) 
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| = SH 1 AB (định lý 3 đường vuông góc) 





T 


=> Фф = 4 = const (ycbt). 





c Trục của AAMB là đường thẳng (d) 1 (P) tại O (trung điểm AB). 
Lúc đó tâm I của hình cầu ngoại tiếp tứ diện SAMB là giao điểm I 
của (d) và mặt phẳng trung trực (œ) của SM. 
Bán kính К, của mặt câu là : ІА = ІВ = IM = IS = R, 





2 
R, = ІМ? = IO? + OM? = A CR 
2 
R? = x(2R-x) n2 < iS ‚в? 
4 4 2 
2 
> во ŽE (1) B 


Dấu đẳng thức trong (1) xảy ra < x -2R- x © x = К 


Vậy x = R thì maxR, = = R (ycbt). 


Bài 198 (ĐẠI HỌC KIẾN TRÚC - TÓNG HỢP - NÔNG NGHIỆP - 1984) 

Cho ba nửa đường thẳng Ox, Oy, Oz không cùng nằm trong một mặt phẳng và một điểm A 
nằm trên Oz. Hình chiếu vuông góc của A xuống mặt phẳng (Oxy), Ox, Oy lần lượt là A', B, C. 
1 Chứng minh rằng nếu XOz = $Oz = a, thi OA' là đường phán giác của XOy và BC là 
trực giao với OA. 

2/ Cho biết ẤÖề = $Oz = а (45° < a < 90?) và ў = 900. Gọi p là góc hợp bởi đường thẳng 
0z và mặt phẳng (Oxy); y là góc nhọn hợp bởi mặt phẳng (ABC) và (Oxy). Tìm hệ thức giữa 
tanß và tany; giữa cosB và cosa. Suy ra biểu thức của tany theo tana. Tính В nếu a = 60°. 

3/ Cùng giả thiết như ở phần 2, hãy xác định tâm của hình cầu ngoại tiếp tứ điện OABC và 
xác định tiếp điện của hình câu này tai A. Cho biết OA = a và а = 60°. Hãy tính diện tích 
thiết điện của mặt phẳng (ABC) với hình cầu trên. 

4/ Mệnh đề "Nếu BC trực giao với OA thì KOz = $Oz " có đúng không ? Tại sao ? 
Giải 
A'B 1 Ox 
A'C 1 Oy 













l| Theo dinh lý ba đường vuông góc => | 


AAOB = AOAC 
= AB = AC và OB = OC 


Hai đường xiên AB = AC có hai hình chiếu АВ = 
AC tương ứng. 


= Điểm A' nằm cách đều 2 cạnh của «Оў : 


= А’ nằm trên đường phân giác At của góc đó. 





=> OA' là đường phân giác của Оў (арест). 
Để ý AOBC cân, сб OA' là đường phân giác => OA' 1 BC. 
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Mà : AA' L (OBC) = AA' 1 BC. 
= ВС L(OAA) và OBA'C là hình vuông. => BC 1 ОА 
2/ Ta có : Ppa т АРС :BOX (хОу)]. E n AOB = KOC zo 
x - : = [Oz (xOy)] - 
AAOA' > AA' = OA'.tanp (1) 


Nén 1 
AAHA' > АА' = HA'tany = ОА t (2) 


Từ (1) và (2) = Z OA'tany = OA'tanp hay tany = 2tanß 


AAOB = ОВ = OA.cosơ (3) 
AAOA' > OA' = OA.cosB (4) 
= OA = OB 42 (đường chéo của hình vuông OBA'C) 


Kết hợp với (3) và (4) : OAcosB = 42 OA.cosa «€» cosB = 42 COSŒ 
а, ñ là hai góc nhọn nên > tany = 2tanf 


= tan ”y = 4tan?f = 5 –1 | = < —4 = 2(1 + tan*a) - 4 
cos“ p 2с08 a 

€» tan*y = 2(tan*a - 1) vi 45? < a < 90? 

= tana > 1, vi y là góc nhọn = tany > 0 


= tany = J2(tan? o. — 1) (ycbt). 


Nếu a = 60? — cosa = 3 -—cos[ = 42 cosa = a — p = 45? (ycbt). 








3/ Xét: KBO = KCO = 90°, nén B, C nằm trên mặt cầu đường kính OA. Vậy tâm của hinh 
cầu ngoại tiếp tứ dien OABC là trung điểm I của OA. 


Ta biết tiếp điện của hình cầu tại điểm A là mặt phẳng (T) vuông góc với đường kính OA 
tại A. Do đó thiết điện được xác định như sau : 

Qua A vẽ mặt phẳng vuông góc với Oz, cát Ox tại В’, cát Oy tai C'. 

Mặt phẳng (T) = (ABC) 1 OA tai A nén nó là tiếp điện phải xác định (ycbt). 


Mặt phẳng (ABC) cắt hình cầu theo hình tròn (P) ngoại tiếp AABC. 
a OB = OC = = 

Nếu ОА = a và а = 60° > 

BC = zn , AB = AC - ыз 


Gọi М là trung điểm AB. Kẻ đường trung trực của cạnh AB trong tam giác cân ABC nó cắt 
đường cao HA tại J thì JA là bán kính hình tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 


2 
ААЛЫ 91 AABH coc. = AT 221r, — (3) 


AB AH 2AH 
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M 
B H C 
2 9 
АН? = AB? - ВН? = ауз \ (aý2\| _ 10a ag- 3V10 
2 4 16 š 
3a2 
4 3a 
Thay vào (3) AJ - AE. = 
2a410 2410 
4 
; 9ra? 
Diện tích thiết điện : S = п.АЈ? = (ycbt). 





4 OBX = ОСА” = 90° nên tứ giác OBA'C nội tiếp trong hình tròn đường kính ОА'. Nếu 
ВС L OA và theo trên BC L АА’ thì BC 1 (ОАА!) tức là BC L OA'. Trong hình tròn đường 

kính OA' có dây BC L OA' nên OA' cát BC tai trung điểm Н của BC. Rõ ràng OA' là đường 
trung trực của BC nên OB = OC. Hai tam giác vuông OAB và OAC có OA chung. OB = OC 
nên chúng bằng nhau. 


Suy ra : KOB - KOC hay «О» = $0z. 
Vậy mệnh dé : "BC trực giao với OA thi Oz = $Oz. là đúng" (ycbt). 


Bài 199 (ĐỀ BÁCH KHOA - KIÉN TRÚC - TÓNG HỢP TP.HCM - 1985) 

Cho hinh chóp tứ giác đều S.ABCD có dinh là S; canh bên là b; mặt bên hợp với đáy góc a. 
/ Tính canh đáy, diện tích toàn phán và thé tích của hinh chóp. 

2/ Trong trường hợp tâm của hình cầu nội tiếp trùng với tâm của hình cầu ngoai tiếp hình 
chóp hãy chứng minh : cos œ = 42 -1 








3 Cho biết cos а = V2 -1 ; và goi @ là góc hợp với canh bên và mặt đáy. 

a/ Tính tanq. 

b/ Trinh bày đây đủ cách dựng thiết diện tao bởi một mặt phẳng (a) di qua dinh A, song 
song với đường chéo BD và hợp với canh AB một góc 30°. 

Giải 

1/ Gọi I là trung điểm cạnh đáy BC > SÍH = о. 

Trong tam giác vuông SHI => HI = SI.cosơ. 

Mặt khác : SI 1 BC và trong tam giác vuông SIC ta có : 

IC? - 8С? - SỬ. 
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Vì IC = IH, kết hợp lại ta có : 





HI? = SC? — EE 
cos? a 
кеа b?cos?a _ bcosa 
1 + cos” ot 1 + cos2o 
JU HD. „ӘЗ E R 
11 + cos? œ 
Ta có : SI = HI = b 





cosa 4A + cos? a 


Ta gọi diện tích toàn phần của hinh chóp là S, thi : 
Sip = 4dt(ASBC) + dt(ABCD) = 4. 3 SI.BC + ВС? 


2 
Б cw _ bcosa — | 2bcosơ | 


T ng М1 + cos? a 


cosa(4 + 4cosa)b? 


Dod em (yeh) 
1 + cos“ а 
bsi 
Trong tam giác vuông SHI => SH - SLsina - а 
1 + cos?a 
4p? á 
Vây : VsABCD = = 5 SHdt(ABCD) = s: е. (у cbt). 


(1+ ew 


2/ Giả su О là tâm hình cầu nói tiếp và ngoại tiếp hinh chóp, và К, là chán đường cao ha từ 
O tới (SBC) = K; e SI. 


, 
T] ‚ э t] 161 


2 


Xét tam giác vuông OHI — OH = HItan T 


Xét tam giác vuông ОНС — OC = JOH? + HC? 


e n HI? tan^— + 2HP = HI f2 tan? 
Từ đó : SH = SO + OH = OC + OH = HH nổ + — (1) 


Lại xét tam giác vuông SHI và (1). 
= tang = S ts. poi 
HI 2 2 
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1- tan 
* 1 + ќап2 — 
o tan“— 2 = rtm =— 
2 1 - tan? = 
2 
o tani 9. 1 92tan? Š -1=0 
ара z 
e c» tan? — = 42 -1 


tan” --1-42 «0 (loại) 


at 
l- tan*— 
Mặt khác — cosa = ЖЕ We i 2-42 — 1 (dpem). 
1+ tan? 2 l+ 2-1 
2 


đa/ Ta сб: SCH = Ф. Mặt khác theo (1), thì : 


SH - Han + Ë + ¬ (2) 


mà HC = HI. V2 (3) 
TL QE Go L E P uan i o itas? (4) 
(3) HC 2 2 2 


? œ 
Với giả thiết cosa = 42 - 1, đã có được : tan? 5 21/9281 


(3) 
=>... tang = (ý -1 + 442 + 1) (ycbt). 


b/ Giả sử thiết điện của mp(a) và hinh chóp S.ABCD đã dựng được. 
Vi (a) // BD = (a) ^ (SBD) = MN // BD 
Mặt khác nếu goi K' là chân đường vuông góc ha từ B xuống (a) 
_ [KAB = 30? 
BK' 1 MN 
= BK nằm trên mặt phẳng vuông góc với BD. Gọi đó là mặt phẳng (BB y). 
Giả sử MN с BB = L By Ax = E > (а) ^ (BB E) = IE và K e IE 


mà BD / MN = BK i BD 


Tam giác vuông AK B có КАВ = 30° — KB = ZAB 
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Tam giác vuông AEB có BE = 





ABV2 
2 
š ` ' 2 r3 AB 
Vậy trong tam giác vuông EKB => ЕК = JEB*^ - BK == = KB 


= ABKE vuông cân có BER = 450 
AB⁄2 
2 
Báng phán tích trén dáy ta suy ra cách dung nhu sau : 
* Trong mát pháng SBD dung BB' 1 BD, trén BB' l&y diém I sao cho: 


AB42 
===. 


AEBI vuông cán có : BE = BI = 





BI = BE = 


Từ I kẻ Iz // BD (trong mp(SBD), Iz cát SB, SD tương ứng tai M, N và cát SH ở F. Nối A 
với F (trong (SAC), AF cắt SC tại Q. Tứ giác AMQN là thiết điện cần dựng. 


e Để ý thấy với giả thiết đã cho, thiết diện luôn luôn dựng được. Thuc vậy điều đó tương 
đương với FH < SH. Nhưng ta đã có : 


SH = 2 AB(jJý2 -1 + W2 +1) 


= ЕН < SH (ycbt). 
rur. ABV 


Bài 200 (DAI HOC BÁCH KHOA TP.HCM - 1988) 


Cho một hinh chóp tam giác đều D.ABC có cạnh đáy a, các mặt bên nghiêng với đáy một góc a. 


a/ Tính các diện tích s và S của các mặt cầu nội tiếp, ngoại tiếp với hình chóp và điện tích 
toàn phán S, của hình chóp theo a và a. 


b/ Biéu dién S,, theo s và S. 














Giải 
а/ Gọi E là trung điểm của BC. Gọi H là trọng tâm AABC. 
=> DH là đường cao hinh chóp và KED - a. 


Gọi O, I, r, R lån lượt là tâm và bán kính các mặt 
cầu nội tiếp và ngoai tiếp hinh chóp. Do tính đối xứng 
cüa hinh chóp déu nén dé tháy O và I e DH. 


Dé $ tháy: HEO - OED s ІА =1р = В 





œ a œ 
= r = OH = HE.tan— = ——.tan— (1) 
2- Т, санар 
2 
Vậy : s-4nr?- tan? < (2) 
3 2 


Ta có: DH = HEtana = ай 
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АНГА > IA? = AH? + ІН? = AH? + (DH - DI? 
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2 
hay : e= (tana -R| i com p- Altana +4) (3) 
3 443tana 


Vậy diện tích Sg của mặt cầu ngoai tiếp. 


2 3 3 2 2 2 
Vậy: S = 482-472 tan 0+4) _ xa (tan а +4) (4) 





48tan? a 12tan? а 

Mặt khác : DE = ра 

COS а 24/3 соза 
Sip = Зул + Sa = 3Sppc + Sanc = 3.ÌaDE + 1, ay3 
2 2 2 
2 
әй. >= а? J3( + cos a) < 

4 cosœ 


y Từ (2) ta có : a” = LEE. Thay vào (5) ta được : 
тїап? Š 
2 


20 
(5) 34 3s(1 + cos a) cos 2 3355 ^ ủa шай 


~ S = — = —  — (6) 
2 4sin? - COS a 4n cosơ(1 - cosa) 
P Ld 


Từ (1) đến (4) suy ra : 
(3.8. 2a(tan°œ+4)43 1 + Зсоз? о 
s 





r 4(3tang.a.tan= rapti cong) 
“A 5 5 1 + 2cosa + cos? a — 2cosa + 2 cos? a 
E 2cos œ(1 – cos a) 
= (8. (1 + cos a)? – 2cosa(1 — cos a) = (1 + cos o)? i3 
а: 2cosa(1- cosa) = 2cos œ(1 – cosa) 
2 
1+ [5 __ О +сова) — (T) 
| s  2cosa(1l- cosa) 
Từ (6) và (7), ta có: S, = xế aE) (ycbt). 
TL S 


Bài 201 (DAI HOC NÓNG LÀM TP.HCM - 1991) 
Cho hinh chóp đều S.ABC có canh đáy là a, đường cao SH - h. 
V Tính a theo h và bán kính r, R của mặt cầu nội tiếp, ngoai tiếp của hinh chóp. 







2/ Khi a có dinh và h thay dói, xác dinh h dé ti só = đạt giá trị lớn nhất. 





Giải 


l/ Gọi H là trực tâm (hoặc trọng tâm) AABC 


= SH = h là đường cao của hình chóp S.ABC. 
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Do hình chóp đều nên các tâm o và O lần lượt của các 
mặt cầu nội, ngoại tiếp đều nằm trên SH. 
SH 1 (ABC) 


Ta có : SM 1 BC 
т ЕДИ ВО |» 


BC 1 SH và BC 1 SM = BC 1 (SAM) 
= (SBC) L (SAM) nên từ o ha oJ L SM 
thi ој 1 (SBO). A 
Do oH = oJ = r nén o là giao điểm của SH và đường 
phán giác của KMS. 
oJ So  SH-oH 


ASoJ V ASMH > —— = — 
HM SM SM 


š (h-r) aJ3 a3 h-r 

: En a D. x 

ЕЗ pio S 
6 








12 


Ly TE 1 đế (ycbt). J 
Ja? +122 +a 
Trong tam giác SAM, trung truc canh SA gàáp SH tai O : 
SO SI SA H M 


ASIO о ASHA > ——- — = 
SA SH 2SH 


SA? 9h°+3a” ЗҺ? +а? 3h” +a? 





a 
SO = —— SSS S cem). 
v 2SH 18h ER 95 7^ 6h pem: 
r 6ah 2 
2/ Xét : Ў w — mr 
R (а? ,3h2yXa+ Ja? +12h?) 
2 
eE 
a 


<> y = 


2 | 2 
(1+ з ја + 11 + Тр.) 
а а 


h? a h a 
Đặt : 12 — = tan“x — tanx = 243— > h=——tanx >0 





a? a 243 
2tan? x 
Lúc đó : Y=——— 
(4+ tan” x)(1 + ИД + tan2x) 
sin? x 
AIC sin? 
© y= COS“ x x sın XCOSX 
| sin? | 1 J (1 + 3cos? x)(1 + cosx) 
4+ Бае 1 + 
COS х COSX 
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2cosx(1 — cosx) 
wn) И ipana wa evo se. Vx 
1 + 3cos“x 


c» р(х) =(3y + 2)cos?x — 2cosx + y = 0; Vx (5) 
* Do y > 0 nên 3y + 2 > 0; Vy > 0 
* Phương trinh (5) có nghiệm cán có A, > 0 


1 
сү „2 _ + Ee 
` mesma Зу? -2y +120 b ЙМ ашы: о<у<1 
y>0 y»0 
Vậy : max(y) = n xảy ra khi (5) có nghiệm kép. 
sent сууны: ERI. сз EE 


uos 2|3)+2 Ў 





Từ : 1 + tan*x = dice S Бр ы жы + SÑ 
cos^ x 3 
Lúc dó : tanx = 242 = h = a „5 a6 
243 3 
Vậy chọn : h ES thi max(y) = max =) = i (ycbt). 


Bài 202 (DAI HOC TÓNG HOP TP.HCM - KHÓI D - 1991) 

Cho ABCD là hinh thang cán trong mát pháng (P) vói hai dáy AB và CD thóa AB - 4CD. 
Hình tròn tâm O bán kính a nội tiếp trong hinh thang ABCD lần lượt tai M, N, P, Q. 
l/ Tính độ dài bón cạnh và diện tích của hinh thang ABCD theo a. 


2/ Lấy điểm S thỏa SO 1 (P) và SO = 2a. Tính điện tích toàn phán và thé tích hinh chóp 
S.ABCD theo a. 


3/ Chứng minh O cách đều bón mặt bên của hinh chóp S.ABCD. Từ đó xác dinh tâm và bán 
kính (theo a) của mặt cầu nội tiếp trong hinh chóp 
Giải 
- 1/ Tính độ dài các cạnh và diện tích hình thang cân ABCD : 
Đặt РС =х; 5 МВ = 4х 
Dựng CC' L AB thi MPCC' là hình chữ nhật nén : 
МС =x > CBzàx 
Theo tính chất tiếp tuyến ở ngoài đường tròn thì: 
СМ =СР = 5 
BN = ВМ = 4х 
ACCB > ВС? = ВС? + CC? 
«€» 25x? = 9x” + 4а? 
= х? = a cx 
4 









„~ 
. 
p" 
... 
.... 
... 
s 
.... 
- 
.... 
.... 
..... 
.... 
Cid 


| = BC= BN «NC = 5x 


bi- 
2 
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Рау nhỏ DC = 2х =a 
= 4Đáy lớn AB = 8x = 4a (ycbt). 


Canh xiên BC = DA = 5x = ba 


— dt(ABCD) = 2 AB + CD).MP - „4a + a).2a = Ba? 





3 ты 301(ABCD) Sàn 
а ©° oPiDO + 


Lập luận tương tự — SQ L DA; SMIAB; SN BC 
Do OM=ON=OP=OQ=a > SM = SN = SP = SQ 


S. = - SM.AB + 1 SN.BG * £ SP.CD + 2 SQ.DA 
2 2 2 2 


= Bs 2 SP (AB + ВС + CD + DA) 
=> Bas Z V4a? +а? (as Ea a) - z V6. 5.10a = 545a? 


Sip = S, + Sa = 5 V5 а? + ba? = ba? (V5 +1) (усы) 
10a? 
3 





E S dt(ABCD)SO š Š 5a? 2a : (усы. 


dd SQ BC L (OSN) 
со? — 1 
а BC 1 ON 


= (SBC) 1 (OSN) theo giao tuyến SN, nén ha tit O, OH 1 SN 
= OH 1 (SBC) = OH = d[O; (SBO)]. 
Lập luận tương tự, ha OK 1 SP; OI L SQ và OJ 1 SM 


= OK, OI, OJ lần lượt là khoáng cách từ O đến các mặt (SDC), 
(SDA) và (SAB). 


Để ý đến bốn tam giác SON, SOP, SOQ, SOM là 4 tam giác 
vuông bằng nhau, nên bốn đường cao tương ứng OH, OK, OI, OJ cũng 
bằng nhau. 


= O cách đều bốn mặt bên của hình chóp S.ABCD (đpem). 
Gọi о є SO. Dựng oE 1 (SBC) = E e SN, và oE // OH. 
Vi o là tâm mặt cầu nội tiếp > О = œE — о nằm trên đường phân giác góc SNO. 


Vậy o là giao điểm của đường cao SO và mặt phán giác của góc nhị diện tạo bởi mặt bên 
và đáy của hình chóp S.ABCD. (ycbt) 


3 


~. 





1 1 1 1 1 5 
AOSN > — = —— + —— = — + —— = ‘IMÃiŘħÃÁ 
OH? ON? OS? a? 4a? 4a? 

4a? — 


=> ОН? = ` < ОН = 
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oE _ So _ SO- o0 _ 80 – 50 -оЕ 










ASoE v» ASOH : — a 
$ DE SO NES 95 
=> 2a.oE = mm (2a — wE) — (5 + J5)oE = 2a45 
or-eg. -28V5_ _ a(/5-1) (ycbt). 
KEEN 3 





Bài 203 (DAI HỌC SU PHAM KY THUẬT - KHÓI B - 1993) 


Cho hinh chóp tứ giác đều S.ABCD, có cạnh đáy bằng a và ASB = a. 
l/ Xác dinh tâm và bán kính mặt câu ngoai tiếp hinh chóp. 
[7 Xác dinh tâm và bán kính mặt cầu nội tiếp hinh chóp. 
| É Chứng minh rằng hai tâm mặt câu đó trùng nhau khi và chỉ khi a = 45°. 
Giải 


l/ Trong mặt phẳng (SAO) mặt trung trực (B) của SA cắt trục đường tròn ngoại tiếp (ABCD) 
là SO tại J. 


> J là tâm mặt cầu ngoại tiếp hinh chóp S. ABCD (ycbt). 
Gọi M là trung điểm SA thì : 













SM SJ SA2 
ASMJ @ ASOA > = — SJ.SO = SM.SA = —— 
= BO BA... 2 
2 
= R = SJ = ET = = (ycbt). 
2. 4sin-- /cosa 


⁄ Gọi Н là trung điểm của canh đáy AB. 

Trong (SHO), mặt phân giác của nhị diện (AB) 
chia đôi góc STO sẽ cát SO tai I 

= I là tâm hình cầu nội tiếp hình chóp S.ABCD 
(ycbt). 

Theo dinh lý đường phán giác trong; ta có: 





1 ISO uo-15. 
IS HS HS 
Với: он = АВ _ a 
2 2 
& IS 
x TO == s 
E 2'HS 
IS ЭК; _ IO 
ІК 1 SH КІ ASOH => 1 
Dựng = ASKI œ ASO HS ` OH = OH (1) 
IO B 1S 
Gọi : SO = — tan =. (do(i 
0Ì P=. 2 gs (do G) 
= BT Ë (2) 
2 2 
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Та сб: |SO=-SH?_OH? -3V99sƠ 


2sin— 

2 
= SO * Vosa 
OH 2E 
sin— 
2 


Đặt: t-tanP ;t> 0 = tanB = — _ Усова. 
-t 








sin— 
« {0 = Jcos a..t? + 2sin(5 | — Jcosa = 0; t>0 


. 90 а a 
(có : Ar= зіп? = + сова = сов“ > Áp = cos—) 


cR œ 
— 81 — COE 
t =2— S4 < 0 thoại) 


Усозо 
wes. Qt 
—Sin— + cos— 
2 2 
Усоѕа | 
а m 
-sin= + cos— J2 ofS + z) 
Ter Dare E 7 Р. 
Jcosa V cosa 


Mà:0<a< Z ә 0<= < c— => 


Nhận thấy : t; = (3) 


4 
ˆ ed + JE > 0 = nhận giá tri ở (3). 


—sin— + eos— 
2 


Lúc đó : bán. = 


2 Усова 


——" 
(2) a C08 - sin— 


2 
IT Усоѕа 
3/ Giả sử : I = J. Та có: ІҢ 1 (SAB) > IK L KB 
IO = ІК > AIOB = AIKB > ОВ = KB 
Suy ra : hai đường tròn ngoại tiếp ABCD và SAB bằng nhau. 


> KSB- ACD (cüng chán cung AB) — a = (4) 


(*) (ycbt). 


Kiểm tra sự đúng đắn của (4) dë dàng nhờ (*) (dpcm). 
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Bài 204 (DAI HỌC TÀI CHÁNH KẾ TOÁN - 1993) 


Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là một tam giác cân có AB = AC = a, (SBC) L (ABC); 
SA = SB = a, SC = x. 

И Chúng tỏ rằng BC là đường kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác SBC. 

27 Нау xác định tâm và bán kính của hình cầu ngoại tiếp hinh chóp trên. 


Giải 









l/ Gọi I là trung điểm BC > AI L BC 
Ta có : (SBC) L (ABC) > AI LSI 
Xét ASAI và AAIC có : AS = AC — AAIC = ASAI 
> SI = CI = IB > ACSB vuông > СВ - Z: 
Vậy BC là đường kính của đường tròn ngoại tiếp ASBC (đpem). 
2/ Gọi O là giao điểm giữa đường trung trực của AB với AI 
Ta có : OA = OB = OC 
Mặt khác : ASOI = ABOI (vì IB = SI) 
= SO = BO 
= ОА = OB = OC = OS 
> O là tâm hình cầu ngoại tiếp S.ABC (ycbt). 
Ta сб: ДАМО © AAIB 








ЛӘ AM - va. R . AB.AM 
AB АІ 
2 
=> Hz 
2.AI 
ок 2 2 2 2 2 2 2 BC? 
Mà: AI“ = AS* - 81° = AS? - (SB? - BI?) = AS? - (SB? — 1 ) 


rm НС? imm at a 
4 


Vậy R = -——— 


(ycbt). 
TT а? + x? 


Bài 205 (ĐẠI HOC Y DƯỢC TP.HCM - 1993) 
Cho tứ điện ABCD. 


l/ Chứng tỏ rằng các đường tháng nối mỗi đỉnh với trọng tâm của mặt đối diện đồng quy tại 
điểm G. 





2/ Nếu điểm С trùng với tâm hình cầu nội tiếp, chứng tỏ rằng các mặt của tứ diện là bằng 
nhau. 


Giải 
l/ Gọi M là trung điểm DC; A' và B' lần lượt là trọng tâm 
ABCD và AACD. 
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Trong AABM, ta gọi G là giao điểm của AA' với BB'. Theo 
tính chất của trọng tâm, ta có : 
AM BM 
MB' MA' 
AG. BG. АВАМ 
A'G BG AB BM 

Vậy : BB' cát AA' tai G có định. 

Tương tự, các đường tháng nói C với trong tâm C' 
của AABD và nói D với trong tâm D' của AABC cũng 
di qua G. Tü các láp luán dó — (dpcm). 


2/ Giả sử G cũng là tâm hinh cầu nội tiếp tứ diện. 
Dung: CH L AB; DK 1 AB.Xét: Sage = Sago > CH=DK 
Gọi M; N; O là trung điểm của KH; CD; HD thì : 
= AMHC = AMDK > MC = MD >= MN 1 DC 

MO//DK = AB L MO 

NO//CH 5 ABLNO 


=> АВ L (MNO) > MN L AB 
Do đó đường vuông góc chung của AB và CD đi qua 
trung điểm N của CD và cũng đi qua trung điểm M 
của AB. 
MA = MB 
ма = МН 
=> ACHB = ADKA = ВС = AD 
Lý luận tương tự : АС = BD; АВ = Ср 
Vậy các mặt tứ điện là các tam giác bằng nhau (рст). 
Bài 206 (ĐẠI HỌC TÓNG HỢP Khối A - B 1994) 
Hinh chóp S. ABC có đáy ABC là tam giác cân AB = АС = a; (АВС) 1 (SBC) và SA = SB = a. 
l/ Chứng tó rằng SBC là một tam giác vuông. 
2/- Xác định tâm và bàn kính hình саи ngoại tiếp hinh chóp, biết SC = x. 
Giải 
(Xem Đề ĐẠI HỌC TÀI CHÁNH KẾ TOÁN - 1993) 
Bài 207 (ĐẠI HỌC Y DƯỢC TP.HCM - 1994) 





=3 > A'B' // АВ 


шә 


Mặt khác : | 


=» АК=ВН 









Trong mặt phẳng (Р) cho một đường thẳng (4) và một điểm А ngoài (d). Một góc KAY di 


động quay quanh A, cát (d) tai B và C. Trên đường thẳng qua A và vuông góc với (P) lấy điểm 
S. Gọi H và K là các hình chiếu vuông góc của A trên SB và SC. 


1/ Chứng minh A, B, C, H, K thuộc cùng một mặt cầu. 

2/ Tính bán kính mặt cầu trên biết AB = 2, AC = 3, БАС = 600, 

3/ Giá sử tam giác ABC vuông tai A. Chứng minh rằng mặt câu ngoại tiếp khói đa điện 
ABCHKE luôn đi qua một đường tròn cố định khi S thay đổi. 
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Giải 
l/ Gọi AA' là đường kính đường tròn ngoại tiếp 
AABC, ta có : 
AB 1 AB > AB 1 (SAB) 
=> AB L АН 
Mà: AH 1 BH 
= AH 1 (A'BH) 
= AH L AH 
Tương tự, ta có: AK LA'K 
Vậy A; B; C; H; K cùng thuộc mặt cầu 
tám W đường kính AA' (đpem). 
2/ Áp dung dinh lý hàm cosin, ta có : 


BC? = AC? + AB? - 2.AB.AC.cos 3 = BC = X7 





Áp dụng định lý hàm sin > $ =2R = R = ЫН (ycbt). 


sin— 
3 


3 Với НАС = = (d) chứa đường kính của đường tròn ngoại tiếp AABC. Khi đó, tâm mặt 


câu ngoại tiếp khối đa diện ABCHK di động trên (d) cố định. 
Vậy khi 5 thay đổi, mặt cầu chứa đường tròn qua A nhận (d) làm trục (đpem). 
Bài 208 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI - 1995) 
Cho hinh tứ điện ABCD có canh AB = x. Hai mặt (ACD) và (BCD) là những tam giác đều 
cạnh a. Gọi M là trung điểm của cạnh AB. 
а/ Xác dinh x khi DM là đường cao của hình tứ điện ABCD. 


bí Giả sử DM vuông góc với mặt phẳng (ABC). Tính bán kính mặt cầu nội tiếp hình tứ diện 
ABCD. | 


Giải 
a/ Do DM là đường cao tứ diện ABCD (hay hình chóp D.ABC) 
= DM 1 (ABC) và DA = DB = DC = a nên hình chiếu của chúng trên mặt phẳng (ABC) 
bằng nhau «» MA = MB = MC. 













= AABC vuông cân tại C (vì trung tuyến CM = AS ) 


Vậy x= AB- a J2 (ycbt). 
b/ Với giả thiết đó tương tự xét : ADAB 


= АР = ВЮ = ауа AB = a /2 


= DMa 27“ 
2 





Vậy MA = MB = MC = MD = 352 
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a? 


íi 
а? J3 


4 


Mà ta có : SADAB = SACAB = 





Sapca = Өлрвс = 


3 
wong 
12 





= Sw = SDAB * SCAR + Spca + Sppc = ycbt) 


а?(2 + 43) 
_— n ( 

2 
Gọi r là bán kính mặt cầu nội tiếp, ta có : 

S 3V _ a(2- /3) 

V = —— = Г Z= — WZ = ———assOsƏÉa——.,. 

3 б ⁄2 
Bài 209 (ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG - ĐỀ 3 - 1994) 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD đỉnh S, cạnh đáy bằng a; chiều cao bằng h. 
1/ Tính các bán kính R và г của các hình cầu ngoại tiếp và nội tiếp tương ứng của hình chóp đó. 
2/ Gọi W là thé tích hình chóp, Vị, là thé tích hình cầu ngoại tiếp V; là thể tích hình câu 
nội tiếp hình chóp. Xác định quan hệ giữa a và h sao cho : 















V ; V. 3 
a/ = đạt giá trị lớn nhất. b/ v đạt giá tri lớn nhất. 
. 1 


Сіаі 
1/ Gọi О là tâm hình vuông ở đáy và HK là đoạn trung trực của SC trong ASOC, К є SO, ta có: 


KS = KC = KB = KA = KD 
Khi đó, bán kính hình cầu ngoại tiếp là : R = SK 


Ta có : ASHK «© ASOC => SE SH 


SC SO 


SH.SC SC? 
r 3 R = ——— 1 
50 7 "o ss 


a? 


Với : AC? - 2a? = К” Jg 


> R 





2 
SC? = SO? + OC? = h? + = 





2h? + a? 
Suy ra từ (1): R = ———— —— (ycbt). 
y 4h y 
Gọi M là trung điểm của BC và MN là phân giác của OMS trong AOMS. Thi khoáng 
cách từ N đến các mặt bên và mặt đáy của hinh chóp đều bằng nhau, hay N là tâm hinh cầu 
nói tiép hinh chóp và : NO - r. 





MO а 
Đặt : t= taa NM = tan—, thì : pru i1*t>0 
= а 
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> М) = ht? +at—-h =0; 1#t>0 (có: Ay = a? + 4h? > 0) 


-a- Ja? + Ah? 


t; = « 0 (loai 
2h `. 
^ | 2 2 
Gode vv PN 
2h 
NO Ja? +4h? -a a( Ja? 4 4h? =) 
5иу га: tan МО = — = —— = r=—— (ycbt). 
MO 2h 4h 
2/ Ta có : 
* Thé tích hinh chóp : W = = ha? 





* Thé tích hinh cầu ngoại tiếp: V, — 








3 
3 3[ J S RS 
* Thé tích hinh cáu nói tiép : V, = 4ư _ ma (Van? +a? -a 4h +a а) 
3 48h 
Khi đó : 
4h? 
3 — ——— 
T V, mal 4h? +a? -a) ^ 41.a.h* É ` 
Ж 16h B . 3 
те (Van? +a? Za) He 1 | 
ie +1+ 
a 
V, 2 2 x 
блы cong pem d Мана _—. x(tan а + 1) 3 
a 
(«ар?а +1 +1) (Vtan?a + 1 + 1) 
Və mwmx(1- x) 
Đặt: cosa = х => —2 =—————ˆ 
, У (x+1 
Xét : f( уы). py xd =0 
(x+1) x +1) 





e tana = 24/2 = h =a42 (ycbt). 


b Ыы Ке Ras X v or EF а? 


V, (2h? + a? la + V4h? +a? | 
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Tương tự : 3 max (ycbt). 


ule h=a e 


1 
Bài 210 (DAI HOC SU PHAM TP.HCM - 1995) 





Cho góc tam dién Sxyz dinh S vói Sy = 120°, £Sy = 600, Sz = 90°. Trên các tia Sx, 
Sy, Sz theo thứ tự lấy các điểm A, B, C sao cho SA = SB = SC- a. 


1/ Chứng tỏ rằng ABC là một tam giác vuông. Xác dinh hình chiếu vuông góc của S xuống 
(ABC) và bán kính hình câu nội tiếp tứ diện SABC theo a. 


2/ Tính góc phẳng của nhị điện canh AC. 








Giải 


AC = VSA? + SC? = aJ2 


1/ Ta có : BC = ja? 4 =: 9а” соз т = а 


АВ = а? + а? - 2а? сов == -a43 


= АВ? = AC” + BC” = За? 
= AABC vuông tại C. (ycbt) 
Gọi H là trung điểm AB 





= SH L AB (1) 
Dựng : MH // BC cắt AC tại M 
= HM 1 AC 

Dé y AC і SM 

Nên АС 1 (SMH) 

= AC SH (2) 


Từ (1) và (2) = SH L (ABC) | 
Vậy H là hinh chiếu của S xuống mặt phẳng (ABC) (ycbt). 


1 1 a2 a? a342 
V ү rw = ——— d = —— 


+ а Per E 12 


Ta có: | 
i * е а? уЗ, a? [З ‚ ау a (V3 + v2 + 1) x 
-a 4 2 2 | 

3V a2 

Suy ra : Аас += —-T  (ycbt). 

Su 2(43 + 42 + 1) 
Е. 
BH 9 T 
2/ Ta có: SMH = (АС). Mà: tang =—— = Z -1 > a = Z 
H-— 4 
2 


Vậy góc phẳng nhị diện canh AC bằng o = : (ycbt). 
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Bài 211 (ĐẠI HỌC BÁCH KHOA HÀ NỘI - 1995) 
l/ Chứng minh rằng trong một hình tứ điện, 4 đoạn thẳng nối đỉnh với trọng tâm của mặt 
đối điện đồng quy tại 1 điểm, điểm này chia mỗi đoạn thẳng ấy theo tỉ số 3 : 1 tính từ dinh. 
2) Chứng minh rằng trong moi hình tứ diện nếu R và r là bán kính của hình cầu ngoại tiếp 
và hình câu nội tiếp, ta đều có R > 3r. 

Giải 
l/ Gọi A; В; C; D' theo thứ tự là trọng tâm các mặt tam giác ABCD, ACDA, AABC, AABD 
với I là trung điểm của CD. Hai đoạn АА’, BB' cùng nằm trong mặt phẳng (ABI). 





ABD CÓ LIB 1 арав (1) 
IB - IM ở 
ы GA' GB A'B- 1 
Nhung : — = — 
GA GB АВ 3 
GA Ск = 
= 
GA' GB- 
Tương tự hai đoạn CC', DD' cũng đồng quy ở G và : 
Lad m ү. => (đpem) 
QC ар Жет 
2/ Nếu một hinh cầu có điểm chung với cá bốn mặt của hình tứ diện thi bán kính thì R; > r 


(2) 
Dấu đẳng thức ở (2) xảy ra khi và chỉ khi hình cầu ấy trùng với hình câu nội tiếp. 


Phép đồng dang phối cảnh (vị tự trong không gian) tâm (G; — ; ) biên hình tú diên ABCD 
thành hình tú diên A'B'C'D'. 

= Bán kính của hình câu ngoại tiếp hình tứ điện A'B'C'D' bằng 3 

Hinh câu ấy có các điểm chung A'; B'; C; D' với cá bón mặt hinh tứ điện ABCD 

=> 3 > r & R > 3r (đpcm). 


Bài 212 (ĐẠI HỌC KINH TẾ QUỐC DÂN HÀ NỘI - 1997) 


Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có đường cao SO = 1 và đáy ABC có cạnh 246 . Điểm 
M, N là trung diém cüa canh AC, AB tuong üng. Tính thé tích hinh chóp S.AMN và bán kính 
mặt cầu nội tiếp hinh chóp đó. 







Giải 


285 


Ta có :8Awy = 2 АМААМ. sin А = 2 J6./6 xŠ -SŽ (в dt) 


= VSAMN = 5808 uns = x (đvtt) 
Gọi r là bán kính mặt câu nội tiếp tứ điện SAMN, ta сб: 


1 
VSAMN = 3 aux + 8хвм + Sasn + амм) (1) 
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Trong ACOM vuông tại M có : 


л OM 
tan— = — > ОМ -42 
-— Y — J2 


> SM = VOM? + So? - J3 


Nhận thấy, trong tứ diện đều SABC 
€» ASNA = ASMA 
3/2 


1 2 
= SSNA = SSMA =g5M.MA EE 


Trong ASMN cán tai S, goi I là trung diém MN — MN 1 SI 


2 2 
> SP = sm? - Mr = sm - =) = SM? – (=) -$ 


Ув 3 


1 
| SI  —.Khidó: S = —SLMN = — 
E 2 1 SMN = 2 2 


3.3 maja th vã 


Vậy : © ——=_—r —————— (ycbt). 
т | gg. .9- 54 Уз +2/2+1 ° 





2: ы 


Bài 213 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI - KHỐI D - 1998) 
Cho đường tròn tâm O bán kính R. Xét hình chóp SABCD có SA vuông góc với mặt phẳng 
đáy (S và A cố định), SA = h cho trước, đáy ABCD là tứ giác tuỳ ý nội tiếp một đường tròn đã 
cho mà các đường chéo AC và BD vuông góc với nhau. 
l/ Tính bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp (đi qua 5 đỉnh của hình chóp). 
2/ Hỏi đáy ABCD là hình gì để thể tích hình chóp đạt giá trị lớn nhất ? 
Giải 

l/ Dung Ox 1 (ABCD) = Ох là trục đường tròn. 

Trong ASAO, goi Ky là tia trung truc cüa SA. 

Gọi : O' = Ку ^ Ox > O'S = ОА = ОВ = ОС = OD 

< O' là tâm mặt câu ngoại tiếp hinh chóp. 


Ta có : O'O = Tai h 
2 2 








S 
AAO'O vuông tai O N 


h? 
= AO-R- n 5E 


Jn? +4R? (ycbt). 


2/ Ta có thé tích hình chóp S.ABCD là : 


м | > 


= R= 


hM 
P 


1 
VsABCD = з SA SABCD 


to | > 


<> VsABCD = <һАСВр 


Nên : 3 max(Vsancp) «€» 3max(AC.BD) 
© AC và BD đồng thời lớn nhất 





136 








« AC và BD đồng thời là đường kính đường tròn tâm O. 
Mà : AC 1 BD. Do đó khi ABCD là hình vuông nội tiếp đường tròn tâm O thì thể tích 
hình chóp đạt giá trị lớn nhất. (ycbt) 
Bài 214 (ĐẠI HỌC DƯỢC HÀ NỘI - 1999) 
Hình chóp S.ABC có độ dài các cạnh bên bằng ¿các mặt bên lập với mặt đáy góc œ (0 < œ < 909). 
l/ Chứng minh hinh chóp là hình chóp đều. 
2 Tính theo / và a các bán kính R, г của các mặt cầu ngoại tiếp, nội tiếp hình chóp. 








3/ Chứng minh > < : và dấu dáng thức xảy ra khi và chi khi hình chóp là hình tứ điện đều. 










Giải 
l/ Gọi Н là hình chiếu của S xuống mặt phẳng (ABC), ta có : SA = SB = SC = / 
H là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC 


2 HA = HB = HC > 
kẻ là trục đường tròn (ABC). 





Mặt khác các mặt bên đều lập với đáy một góc œ (0 < œ < 2) 


> ASHA' = ASHB = ASHC' 

=> HA = HB = НС' 

> H là tâm đường tròn nội tiếp AABC. 

=> AABC đều. 

Vậy S.ABCD là hình chóp đều (đpem). 
2/ Trong ASAA, goi O là giao điểm của SH và đường 
trung trực KO của SA. 

= O là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 

Gọi a là cạnh AABC đều. Ta có : 


АН - dAA: 1 aV3 _ a3 
3 3 2 6 


a3 


бсоѕа 


à 2 
° SC = AS? + AC? p '|§ Ee 2143cosa 








Я св = 22 = SA'- 
SA' 








6cosœ 2 4A + 3cos? а 
1 им = = SH = AH.tana = ауз tana > SH = — ng _ 
НА 6 Аа + 3cos? a 
2 2 | 
° ASKO œ ASHA > KS _ SO B pe КБА _ SA" 1 1 + 3cos?a 
SH SA SH 28H — 2  lsina 


141 + 8cos2œ 


Vậy: R = ———————— (ycbt). 


2sina 
Ta có : 
2 2 Rs 
° Diện tích AABC: Sạpc _1„ a3 _ a2ý3 _ v3 4i 3cos°œ _ 3V3/ са 
2 = 4 4 1«3cosa 1 + Зсов?ао 
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° Thé tích hinh chóp S.ABC là : 


Ja? (cosa.sin2a) 


2(1 + 3cos? œ1 + 8cos? a 


e Diện tích toàn phán của hinh chóp S.ABC là : 


1 
VsABC = S “LS ABO = 


343i? cosa(1- cosa) 


1 + 3cos2 e 
lsin 2a ` 


241 + 3cos? a (1 + cosa) 
3/ Та lại có: 2. Isin2œ 2sino 


R əjl+3cos2a(1 + cosa) 14/1 + Зсоѕ? o 


POP 2cosa(1 – cos? a) . 2cosa(1 – cosa) Ấy -2cos? œ + 2cosa 


Si = 3.Sspc + Sanc = 


Tü VsABCD = ES, I =r= (ycbt). 


= (1) 
К (1+cose)1 + 3cos2 a) 1 + 3cos?a 1 + 3cos?a 


TL 
Đặt : t = сова => 0 <+ < 1; 0 <а < 5 


–212 FA 
Bt" 41 


(1) 
Khi đó : <> f(t) = ; O<t<1 





Từ bảng biến thiên ta có : ft) < 3i0«t« 1 > £ < E (đpem). 


Bài 215 (ĐẠI HỌC MỞ BÁN CÔNG TP.HCM - KHỐI A & B - 2000) 
Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình vuông và cạnh bên SA vuông góc với mặt 
phẳng (ABCD). Mặt phẳng (a) đi qua A và vuông góc với SC, cắt các cạnh SB; SC; SD lần 
lượt tại M; N; P. 
l/ Chúng minh BD vuông góc với AN. 
2/ Chúng minh năm điểm 8; A; M; N; P cùng nằm trên một mặt cầu. 
Giải 
BD 1 AC (vì ABCD là hình vuông) 
Вр 1 ЅА (vìSA L(ABCD) 5 BD) 


=> BD 1 (SAC); mà: AN c (SAC) 












1/ Ta có: | 
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= BD L AN (ӣрст). 
2/ Xét các lập luận : 
• SC 1 (а) = (АРММ) > АМ 


э SCLAN = АЗ = (1) 


se Tương tự, sử dung các khái niệm 
vuông góc ta suy ra: 


АРЗ = KMS = = (2) 


Từ (1) và (2) = ba điểm P; M; N nằm trên mặt 
cầu (S) đường kính SA. 

Vậy S; A; M; N; P cùng nằm trên mặt câu (S) (đpem). 
Bài 216 (ĐẠI HỌC DƯỢC HÀ NỘI - 2000) 
Cho hai đường thẳng chéo nhau (d). (d') nhận đoạn AA' = a làm đoạn vuông góc chung (A 
e (d), А’ e (đ)). Gọi (P) mặt phẳng qua A' và vuông góc với (d'); (Q) là mặt phẳng di động 
nhưng luôn luôn song song với (P) và cát (d); (d') lần lượt à M, M'. Còn N là hình chiếu vuông 
góc của M trên (P); x là khoảng cách giữa (P) và (Q); œ là góc giữa (d) và (P). 
V Tính thể tích hinh chóp A.A'M'MN theo a, x, a. | 
2/ Xác định tâm O của hình cầu ngoại tiếp hinh chóp trên. Chứng minh rằng khi (Q) di động 
thì O luôn thuộc một đường thẳng cố định và hình cầu ngoại tiếp hình chóp A.AM'MN cũng 
luôn chứa một đường tròn cố định. 



















1/ Bé ý thấy : (P) L (d); AA' 1 (d') = AA' c (P) 


Е 4 MN (P) 
Mà N là hình chiếu của M xuống (Р) = và MA' 1 (P). 
MAN - a 


MNA'M' là hinh chữ nhật 


Do // (P d; 4)  MM' // A'N 
(Q) // (P) = (9) ^ ( ) tss 
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Mặt khác: (MNA'M) L (ANA) theo giao tuyến A'N. 

Dựng AH 1 AN tại H 

= АН = d[A; (MNA'M?)] = h : đường cao hình chóp A.AM'MN 
MA : đường xiên 
NA :hình chiếu 
Ма АА’ L МА AA'LNA «= AAAN có А =90°. 


Thể tích V hình chóp A.AM'MN là : 


= LL = 3 (MN.AN) AH = 5 ММАМАН) 


MN L(AAN) > | (định lý 3 đường vuông góc) 


“N 


= Và = X(AA-AN); vì AA'AN có À = 90? 


2 
= V= 3 xx(cota)a z pom (ycbt). 


2/ AMM = ANM = ААМ = 90? 
Gọi O là trung điểm đoạn A'M = O là tâm hinh cầu ngoai tiếp hinh chóp A.A'M'MN (ycbt). 


Xét mặt phẳng cố dinh (S) = (A; d) = (A'AM) ta có: OA' OA = Oc (A) : trung truc có 
định của AA' c (S). 


Gọi (x) là mặt phẳng qua A'A và vuông góc với (A) (hay (x) 1 (S)) thi (л) có định và (X) là 
mặt cầu ngoại tiếp hinh chóp A.A'M'MN. = (x) ^ (X) = (C). 
Lúc đó (C) là đường tròn cố định mà hinh cầu ngoai tiếp hinh chóp A.A'M'MN luôn luôn di 


qua. Trong đó (C) có tâm J là trung điểm AA' và có bán kính r = а (đpcm). 


Bài 217 (ĐẠI HỌC BÁCH KHOA HÀ NỘI - KHỐI D - 2000) 


Cho hình chóp S.ABC có ba cạnh SA, SB, SC vuông góc với nhau từng đôi một và SA = a, 
SB = b, SC = c. i 

1/ Tính thể tích khối S.ABC. Chứng minh rằng hình chiếu vuông góc của đỉnh S trên mặt 
phẳng (ABC) là trực tâm tam giác ABC. 

2/ Xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp SABC. 


Giải 











140 


AS.LCS 


AS І BS => AS 1 (BSC) = AS là đường cao hình chóp A.SBC 


l/ mei: | 


Thé tích hinh chóp S.ABC là : Vs Anc = УАзвс sz) = аре (ycbt). j 


Gọi H là hình chiếu vuông góc của S lên (ABC). Hạ các đường cao SE và SF của các ABSC 
và AASB, theo thứ tự đó. 


AE 1 BC tại E 


Theo định lý ba đườ ô ó 
té ng vuông ке э PL Am ҮТЕ 


S +L 


(SCF) L AB > (SCF) 1 (ABC) 
Theo cách dựng thì H' là trực tâm AABC và SH' 1 (ABC) Nhưng chỉ có một hình chiếu 
vuông góc duy nhất hạ được từ S xuống (ABC); hay H = H'. 
Vậy hình chiếu vuông góc của S lên (ABC) là trực tâm AABC của hình chóp S.ABC (dpcm). 
2/ Gọi M là trung điểm BC. 


Qua M dựng đường thẳng (d) sao cho (d) // AS L (SBC) > (d) là trục đường tròn ngoại tiếp 
ASBC. 


Dung mát pháng trung truc (a) qua trung diém N cüa doan AS. 
=> (a)^(d)zI 
by. 2 = IC= IS 
I e (a) => IS = IA 
> 11а tâm mặt cầu (У) ngoại tiếp hinh chóp SABC (ycbt). 
Tính R : Độc giả tự giải 
Bài 218 (ĐẠI HỌC THUỶ SẢN NHA TRANG - 2000) 
Cho một tam giác ABC vuông tại C. Trên đường thẳng (đ) vuông góc với mặt phẳng (ABC) 
tại А ta lấy một điểm S. Gọi AD và AE là hai đường cao của hai tam giác SAB và SAC. 
l/ Chứng minh rằng 5 điểm A; B; C; D; E cùng nằm trên một mặt cầu. Xác định tâm và tính 
bán kính của mặt cầu đó. 


2/ Chứng minh rằng DE L SB; DE 1 AE và DE đi qua mót diém có dinh trén BC khi S di 
dóng trén (d). 


=> ІА = ІВ = ІС =IS=R 








Сіаі 
SC là đường xiên 
AC là hình chiếu 


Mà BC LAC = BCILSC (do định lý 3 đường vuông góc) 
BC 1 (SAC) > AE > BC 1 AE 
SC L AE (cách dung) — AE 1 (SBC) > EB > АЕ 1 EB 


Đến đây ta có : KEB = КОВ = KGB - 90? 
> C; D; E nằm trên mặt cầu đường kính AB. 


Vậy năm điểm : A; B; C; D; E nằm trên mặt câu tâm I 
trung điểm AB, với bán kính là: 


l/ Ta có : SA L (ABC) > | 


Tóm lại : | 


141 





R= (ycbt). 


AB 
w ë 
AD là đường xiên 
ED là hình chiếu 


Ма ADISB= DELSB(ycbt) 
Dé ý AE 1 (SBC) > DE = AE 1 DE (ycbt) 
Trong mặt phẳng (SBC) cho : DE ^ BC = J 


сата 


2/ Xét: АЕ 1 (SBC) 2 | 


SA 1 (ABC) 5 AJ > SA 1 AJ 


=> АЈ 1 (SAB) > AB 
— AJ L AB > J cố định trong AABC cố định. 7 
Vậy khi S lưu động trên (d) thì đường tháng DE luôn di qua điểm J cố định (dpcm). 
Bài 219 (CAO DÁNG KINH TẾ ĐỐI NGOẠI TP.HCM - 2000) 
43 


Cho ABC là tam giác đều nội tiếp trong đường tròn bán kính з Qua В và С dựng về 





cùng một phía các nửa đường thẳng Bx; Cy vuông góc với mặt phẳng (ABC). Trên Bx lấy điểm 
M sao cho : BM = 2 uen Cy lấy điểm N sao cho : CN = 13. 


1/ Chứng minh tam giác AMN là tam giác vuông. 
2/ Gọi I là điểm giữa của BC. Chứng minh năm điểm A; I; C; M; N cùng nằm trên một mặt 
саи. Tính bán kính mặt cầu này. 


Giải 
1⁄ Ta có: Rs d là bán kính duóng trón ngoai tiép AABC déu 
= Đường cao AABC: h = Lrắt s 3 v3 _ 3 
2 5 д 2 





Lüc dó canh AABC déu là: a - 


© 
c3 


Để ý đến H là trung điểm CN 
CH =NH - MB- 2 
BC-MH-1 
Áp dung dinh ly Pythagore trong các ACAN; 
AMHN; AABM : 
2 
AN? = АС? + CN? = 12 + (V2) =з 


2 
51MN? = мн? + HN? LEE 


2 
AM? = AB? + ВМ? LEE x. 
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=> AN?’ = АМ? + MN? 
= ЛАММ vuông tại М (рст). 


2/ Để ý đến : NCA = NMA = = 
Hơn nữa : NI 1 Al (định lý ba 
đường vuông góc) = ҚТА = = 


= C; М; I nằm trên hình cầu đường kính AN. 
Vậy năm điểm : A; I; C; M; N cùng nằm trên 


NA 43 


mặt cầu đường kính AN = 43 (đpem) => bán kính R = mr = EE (ycbt). 


DÉ TUONG TU 
Bài 220 (DAI HOC GIÁO DUC KHÓI A - 1976) 
Một hinh lăng trụ đứng ABCA' B'C' сб đáy là tam giác vuông ở A, € = a và AC = b. Đường 
chéo BC' của mặt bên BCC' tạo với mặt bên ACC' một góc р. 
a Chứng minh rằng БСА = p. Tính thé tích của hinh lăng trụ nói trên. 
b/ Tim tâm mặt cầu ngoại tiếp hình lăng tru đã cho và tính diện tích mặt câu ấy. 


Hướng dẫn 
* 2,2 
V V(ABC.A'BC) = P tano tan? tan2p- 1 ы g,, tanto 
$ sin^p 


Bài 221 (DAI HOC GIÁO DUC - KHÓI B - 1977) 


Cho một hình cầu bán kính R nội tiếp trong hinh chóp, đáy của hinh chóp là một hình thoi 
có góc nhọn bằng ơ, còn các mặt bên hình chóp tạo với đáy một góc o. Tính thé tích hinh chóp. 









Huóng dán: V - - 4 R cot tano. 


sina 
Bài 222 (ĐẠI HỌC TÓNG HỢP TP.HCM, HUẾ, ĐÀ LAT - 1978) 
Trong mặt phẳng P, cho tam giác ABC vuông tại đỉnh C. Trên đường thẳng d đi qua A và 
vuông góc với mặt phäng P, người ta lấy một điểm S khác với A. Gọi D, E là các hình chiếu 
vuông góc của A lên các đường thẳng SB và SC. 
а/ Chứng minh rằng 5 điểm A, B, C, D, Е nằm lên cùng một mặt cầu. 
b/ Chứng minh rằng SB vuông góc với mặt phẳng ADE. 


ç Chứng minh rằng khi S di chuyển lên đường tháng d, đường tháng DE luôn luôn đi qua 
một điểm cố định 















Hướng dán: Độc giả tự giải. 
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Chuyên đề 10 : DỰNG HÌNH TRONG KHÔNG GIHN 


L PHƯƠNG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp dựng hình trong không gian được dựa trên cơ sở vững chắc của 
phép dựng hình trong mặt phẳng. Tuy nhiên một số công cụ như compa, thước thẳng đôi lúc 
lại không thể sử dụng được. 


Nghĩa là ta phải quy định một số tiền lệ cơ bản nhất cho phép dựng : đó là cách dựng 
mặt phẳng và giao tuyến của hai mặt phẳng. 
® Một mặt phẳng gọi là đã dựng được, khi ta chỉ ra điều kiện xác định nó. 


® Hai mặt phẳng phân biệt có điểm chung, thì giao tuyến của chúng được gọi là 
đã dựng được. 


® Trong mỗi mặt phẳng biết trước, việc dựng hình trong đó bằng các công cụ 
thước kẻ và compa như trong hình học phẳng được xem là luôn luôn dựng được. 
Như vậy bài toán dựng hình vẫn phải tuân thủ 4 bước cơ bản : 

O B, : Phân tích 

O B;: Cách dung 

O Bạ: Chứng minh 

O B, : Biện luận 


















IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 223 


Cho tứ diện SABC. Lấy M là điểm thuộc cạnh AS sao cho SA = 3SM. Gọi G là trọng tâm 
ASBC. Dựng điểm N = MG ^ (ABO). 





Giải 

e Phân tích 

Giả sử dựng được N = GM ^ (ABO), trong mp(SAG) gọi I = BC ^ (SAG) > N = MG с AI. 
e Cách dung 

Dung I là trung điểm BC thì trong mp (SAG) dung được N = MG ^ AI 
e Chứng minh 

Để ý thấy N e AI (thỏa cách dung) 

= N e (ABC) và N e MG 

= N = MG ^ (ABC) (đpcm) 


° Hiện luận 
anh SM _1 
Вита = 998 < | ЗА 3 SM 5С 
(G là trong tâm ASBC ` -2 ЗА SI 
(SI 3 





= MG và AI không song song 
— Bài toán luón có 1 nghiém hinh N - MG ^ AI; thóa ycbt. 
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Bài 224 
Cho hình chóp SABCD có đáy là hình bình hành ABCD, Còn M, N thứ tự là điểm trên 
SD, SB. Dựng giao điểm E của MN và mặt phẳng (ABCD) 
Giải 
Giả sử bài toán dựng được, thì trong mp(SBD) : 
MN a Вр = Е >  E=(ABCD) > MN 
Lúc đó ta nêu lên cách dựng điểm Е như sau : 
Trong mp(SBD), dựng MN^BD-E >= E=MN ^(ABCD) 
Thật vậy, thường thường MN và BD không cùng phương 
=> MN 5¬ BD = Е 
Mà BD c (ABCD) E 
=> E = MN ^ (ABCD) 
Bài toán luôn có 1 nghiệm hinh khi MN X BD. 
Bài toán vô nghiệm khi MN // BD. 


II GIẢI TOÁN THI 
Bài 225 (ĐẠI HỌC KHỐI A MIỄN BẮC - 1979) 











Cho một đoạn tháng а. Hãy dùng thước và compa để dựng đoạn thẳng: a y2 + 43. 





Giải 
Để ý tháy : a 2 + {9 = V|av2Ƒ + la⁄2Ƒ . 


* Dung tam giác vuông cân OAB (Ó = 909) có cạnh góc 
vuông bằng a để có cạnh huyền AB = a2 . 
* Tiếp đó dựng đường cao CO của AACD (C = 90?) có 


hai hình chiếu của hai cạnh góc vuông xuống cạnh huyền 
bằng ОА = a và OD = a V2. 





* Đường cao của tam giác vuông đó chính là đoạn а 4/2 và cạnh góc vuông DCA có hình chiếu 
xuông cạnh huyền bằng a М2 chính là đoạn DC = a2 + 42 là đoạn phải dựng. 
Bài 226 (ĐỀ THI ĐẠI HỌC Y DƯỢC TP.HCM - 1991) 

Cho hai đường thẳng chéo nhau (d) và (4). 


l/ Hãy dựng một đường thẳng (A) vuông góc với (d) tai M và cát (d) tại M' sao cho ММ' = l 
(độ dài cho sẵn). 


⁄ Cho điểm A є (d) và điểm А’ є (4). Chứng tỏ rằng tón tai duy nhất mặt cầu (S) tiếp xúc 
với (d) và (d') lần lượt tại А và А’ dà cho. 
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Giải 
1/ Độc giá tu phân tích. Ở đây ta nêu cách dựng đường thẳng (A) : 
° Dung mp(P) vuông góc với (d) tai H. 
• Dung hình chiếu (ë) của (d') xuống (P). 
(ó) 





e Trong mp(P) dung đường tròn tám H bán kính l, đường tròn này cát (8) ở K. 


e Qua K dung đường tháng song song với (d). Đường thẳng này cắt (d') tai M' và dung (A) 
qua M' song song vói HK. 


Thật vậy (A) song song với HK nën phải cắt (d) tai M. 

Ngoài ra : HK 1 (d) = (A) 1 (d) 

Biện luận : goi a là khoáng cách giữa (d) và (d') : a = HE 

Có 3 trường hợp : 

a) l >a : có 2 nghiệm hinh 

b) /=a: có 1 nghiệm hình 

c) Í <a: không có nghiệm hình. 
2/ Giả sử tón tại mặt cầu (S) tâm О. 

(S) tiếp xúc với (d) tai A nên O thuộc mp(a) qua А 


vuông góc với (d). Và O cũng thuộc mp(f) qua A' vuông 
góc với (d'). 


e OA = ОА = O thuộc mặt trung trực (Q) của đoạn 
AA' (M là trung điểm АА”). 
Do đó chỉ cần chứng minh (o), (B) và (Q) có chung một điểm duy nhất. 


e Do (d) và (d) chéo nhau nén (a) và (В) không thé song song hoặc trùng nhau được. Nhu 
vậy chúng cát nhau theo giao tuyến (A). Nếu (A) // (Q) hoặc (A) c (Q) thi (A) 1 AA' đo đó (d) và 
(d') phải cùng phẳng : trái với giả thiết. Vậy (A) phải cắt (Q) tại một điểm duy nhất O. 

Điểm О đó chính là tâm mặt câu tiếp xúc với (d) tai A và (đ) tại А’. 









d) 
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Chuyên dë 11: QUY TÍCH MỘT ĐIỂM TRONG KHÔNG GIAN 


Loại 1: QUY TÍCH TẬP HAY CÁC НОР GIÁO ĐIỂM СА HAI ĐƯỜNG THÁNG 
TRONG KHÔNG GIÁN 


L PHƯƠNG PHÁP 
Cơ sở của phương pháp tìm quỹ tích giao điểm M 
của hai đường thẳng (a), (b) trong không gian cán thực 
hiện 4 bước cơ bán : 


D B, : Tìm 2 mặt phẳng có dinh (a), (B) khác nhau thứ 
tự chứa mỗi đường tháng (a), (b). 

О B; : Tìm giao tuyến (d) của 2 mặt phẳng (o), (B) và 
chứng minh được điểm M cần tìm quỹ tích nằm trên 
giao tuyến (d) đó. 









Quy tích 








О B; : Giới hạn (nếu thấy có yêu cầu của khoảng chạy 
trong giả thiết) và làm phần đảo. 


О B, : Kết luận quỹ tích hay tập hợp của những M là đường thẳng (d) hay một phần của 
đường thẳng (đ) (nếu có giới hạn khoảng chạy). 


9 Ghi chú: Khi giá thiết chỉ yêu cầu chứng minh điểm M nằm trên đường thẳng cố định 
(hay một phán đường thẳng cố dinh) ta bhông phải làm phần đảo. 

IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 

Bài 227 

Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành. Xét một mặt phẳng (a) quay 


quanh EF là đường trung bình của tam giác SAB. Cho biết œ cắt SC và SD tại G và H. Tìm 
IMIM = EG ^ ЕН). 












Giải 
Để ý dựng xSy // AD hoặc BC thì : xSy = (SAD) ^ (SBC) 
Lấy điểm N e xSy — (a) = (МЕЕ) 


ЕМ ^ SD = Н : đã được xác định. 


// EF 
(FN A SC = G : đã được xác dinh. ue ctm 


[EG c (SAC) ^ 
FH c (SBD) 
(SAC) ^ (SBD) = SO ; với O = AC Вр 


Lai thấy : 





\ 


Do đó nếu : EG ^ FH = M, thi M e SO (1) 


H=G=S= M=S(lúc dó N = S) 
H=DAG=C> М = О, = ЕС SO 





Giới hạn khoảng chạy : | 


= SO, là đoạn giới hạn chứa M (2) 
Đảo lại lấy điểm М, tùy ý trong đoạn SO, luôn tìm được (kéo dài) : 
FM; ^ SD = H, và EM, ^ SC = G, (3) 
Vậy từ (1), (2) và (3), ta có : SO, = IM I M = EG ^ PH] (hay quỹ tích của M là đoạn SO) (ycbt). 
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Bài 228 | 
Cho hinh chóp S.ABCD có ABCD là hinh thang đáy lớn AB. Gọi M, N là trung điểm SA; 
SB và P là điểm tuy ý trên canh SC. 
a/ Tim giao tuyến của (SAD) và (SBC). b/ Dung {9} = (MNP) ^ SD. 
c/ Chứng minh rằng : nếu I - MQ ^ NP; VP e SC thi I nằm trên một đường có định. 
Huóng dán 

a/ (SAD) ^ (SBC) = SE trong đó E - AD ^ BC 
b/ Dung PQ // MN; Q є SD 

= (MNP) = (MN; PQ) 

= SD a (MNP) = Q (усы) 

>,” JMQ c (SAD) 

pe yë m 

> М9 А МР = 1 є SE 

= І chạy trên giao tuyến SE cố định (ycbt) 

(vì hai mặt phẳng (SAD) và (SBC)). 
Bài 229 
Cho hai đường thẳng cố định Ox, Oy nằm trong mặt phẳng (P). Gọi M, N là điểm cố định 
ở ngoài (P); còn (Q) là mặt phẳng lưu động chứa M và N. (Q) luôn luôn cắt Ox, Oy tại E và F. 
a/ Chứng tỏ EF đi qua một điểm cố định. b/ EN cắt FM tại D. Tìm quỹ tích của D. 
Hướng dẫn 

a/ Để ý MN cố định ngoài (P) và MN nằm trong (Q) nhưng : 

MN ^ (P) = I : có dinh 


š z EF c (Q) 
Lại thấy : i à e 


Vậy nếu MN cát EF, thi giao điểm ấy phái là I. 

— EF qua I có dinh (ycbt). 
b/ Để ý (ONE) ^ (OMF) = Oz 

= Quy tích của D là tia Oz = (M; Oy) ^ (N; Ox) (ycbt). 
Bài 230 
Cho tá dién ABCD. Goi I, J luón luón là trung diém cüa BC, CD.Mót mát pháng (P) quay 
quanh IJ cát canh AD và AB tai K và L. 
a/ Chüng tó IL và JK cát nhau tai M. Quy tích M ? 
b/ Tim quỹ tích giao điểm N của IK và JL. 

Huóng dán 

a/ Thông thường khi (a) quay quanh IJ và nó cát AD 
tai K và AB tai L, thi IL và JK cát nhau tai M (duy 
chỉ có một trường hop IL ^ JK = @ là khi LK là 
đường trung binh AABD) (ycbt). 

= Quỹ tích M là hai tia Ax và Cy (nằm trên 
đường thẳng chúa canh AC (xem hinh)) (ycbt). 
b/ Quy tích N là doan AO (ycbt). 
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II. GIẢI TOÁN THI 

Bài 231 (ĐỂ THI ĐẠI HOC Y DƯỢC - 1992) 

Trong mặt phẳng (P) cho hai đường thẳng (D) và (D) cắt nhau ở O. Lấy điểm A, A' nằm 
ngoài (P) sao cho đường tháng AA' cắt (P) tại điểm O' khác O. 


Gọi (Q) là một mặt phẳng chứa AA', mp(Q) cát (D) và (D) lần lượt tai B và B'. Các đường 
tháng AB và A'B' cắt nhau ở M, các đường thẳng A'B và AB' cắt nhau ở N. 


l/ Tìm tập hợp các điểm M và N khi mp(Q) quay quanh AA.. 
2/ Chứng minh rằng đường thẳng MN luôn luôn đi qua một điểm cố định. 
3/ Xác định vị trí của mp(Q) dé các tứ diện MOAA' và NOAA' có thể tích bằng nhau. 
Giải 
Me AB nên M thuộc mặt phẳng xác định bởi A và (D) : (A; (D)) 
M e A'B' nén M thuộc mặt phẳng xác định bởi A' và (D^) : (A; (D)) 
Do đó M thuộc giao tuyến (d) của hai mặt phẳng cố dinh nói trên. 
Đảo lại lấy điểm M є (d) = mp(A; (D) ^ mp(A; (D); AM ^ (D) = B; 
АМ ^ (0) = В 
> В, О’, B tháng hàng уі chúng thuộc giao tuyến А = mp(P) ^ mp(ABB)). 
Vậy tập hợp các điểm М là giao tuyến (d) = (A; (D)) ^ (A; (D)). 
* Tương tự tập hợp các điểm N là giao tuyến (d') = (A; (D)) ^ (A; (D)). 










U Tees: | 


2/ Dé ý thấy MN luôn luôn nằm trong mặt 
phẳng cố định xác định bởi hai đường thẳng 
cố dinh (В) = (d; а). 

Mặt phẳng này cắt AA' cố định. Dó cũng 
là giao điểm của MN và AA'. Vậy khi (Q) 
lưu động quanh AA' thì MN luôn luôn đi qua 
điểm cố định I. 
3 Hai hình chóp M.OAA' và N.OAA' có 
chung dáy là tam giác AOA' nén thé tích 
của chúng bằng nhau nếu và chi nếu hai 
đường cao của chúng xuất phát từ M và N 
bằng nhau. Điều này đương tương với: 


IM = IN 
=> Xác định được M và N tức là xác định được (Q). 
Từ điểm I cho sẵn dung IE // d'; E e (d) 
Trên (d) lấy điểm M đối xứng với O qua E. 
= MI cắt (d') ở N, đó là điểm phải dung 
MN qua I và nhận I làm trung điểm : (đường trung bình trong tam giác OMN) 


* Bài toán luôn luôn có một nghiệm hình. 
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Loại 2: QUY TÍCH СПА ĐIỂM CHIẾU 


L PHƯƠNG PHÁP 

Cơ sở của phương pháp tìm quỹ tích những điểm chiếu 
M của điểm N xuống đường thẳng (d) quay quanh A cố 
định đồng thời (đ) nằm trong mặt phẳng (ơ) cố định ta 
thực các bước như sau : 














NB 1 (a) tại B 
KMB - 90? 
= M ở trên đường tròn tâm O, đường kính AB ở 
trong mặt phẳng (a). 
O В»: Quản lý pham vi lưu động của (d) để giới han 
khoảng chạy cho quỹ tích và làm mệnh đề đảo. 
=> Quy tích M là cả đường tròn hay một phần đường 
tròn (AB) đường kính AB (tùy theo khoảng chạy của M 
không có hoặc có giới hạn). 


IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 

Bài 232 x 

Cho hinh chóp S.ABCD có SA 1 (ABCD) và ABCD là hình chữ nhật. Một mặt phẳng a 

thay đổi nhưng luôn luôn qua BC và cắt SA tại M. 

a/ Tim tập hợp các hình chiếu E của D xuống BE. 

b/ Tìm tập hợp các hình chiếu N của D xuống a. 
Giải 


| 
ОЕ: là đường xiên | 
| 


O B, : Tìm điểm có dinh B e (a) sao cho : 






















Xét AD 1 (SAB ( $ 
: : a AE : là hình chiếu 


Ма BM L DE (do phép chiếu) > BM 1 AE | 
= KEB = 90° (và dé ý A, E є (SAB); A, B cố định) | 
= E thuộc đường tròn (C) đường kính AB. 
M=A—E=A 


M = S > E = E, (trong đó Е, là chân đường сао AE; của ASAB) 
S 


Giói han khoang chay : | 


Đảo lại chon Е, tùy ý trên cung АЕ, c (C), kéo 


dài ВЕ, cắt SA tại М, = (а) ^ SA và ОЕ, 1 ВМ, (hay 
Е, là hình chiếu của D xuống ВМ,). 
Vậy quỹ tích của E là cung AE, c (C) (yebt). 


Ы Để ý: EL (D › N do đó quỹ tích của N là 


cung DN, là hình tịnh tiến của cung AE, trong 





phép tinh tién C (AD) (ycbt). 
Bài 233 

Cho hinh vuông ABCD tâm O và tia Ax 1 (ABCD). Gọi S là điểm lưu động trên Ax và E 
lưu động trên canh AD. Xét điểm I là trung điểm SB khi S lưu động hãy tìm quỹ tích các 





điểm chiếu của I xuống CE. 
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Giải 
Gọi J là trung điểm AB và M là hình chiếu của I xuống CE. 


IM : là đường xiên 


ё ý thấy LJ // 
Dë ý tháy LJ // SA > IJ 1 (ABCD) => pri bonn nn 





Ма EC L IM (cách dung М) = EC L JM 
= JMT = 90° (M; J; С є (ABCD) cố dinh và J, C có định) 
= M e (С): đường tròn đường kính JC. 


Giói han Khung chạy : | 2 З : = : : $ Use сэ сэн 
=> Me FN c (O) 
Đảo lại lấy M; e FN => ЈМ; = 90? 
Theo định lý 3 đường vuông góc 
= CE 1 IM (M là hình chiếu của I xuống CE) 
Vậy quỹ tích các điểm M là cung FN c (C) (yebt). 
Bài 234 
Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Trên AB lấy điểm М. Mặt phẳng (A'MC) cắt 
CD' tại N. 
l/ Tứ giác A MCN là hình гї? 
2/ Tìm quỹ tích hình chiếu vuông góc của C xuống MN khi M lưu động trên cạnh AB. 










l/ АМСМ hình binh hành (ban đọc tự viết lời giải). 
2/ Gọi H là hình chiếu của C xuống MN. 
Trước hết ta nhận thấy MN luôn luôn đi qua tâm O của hình lập phương. 
Mặt khác nếu O' là tâm của hình vuông BCC'B' thi СО’ L (ABCT)). Định lý ba đường 


vuông góc cho : тка 5: => OH L MN > ОНО = 90? 


` 


Vậy H thuộc đường tròn đường kính OO' vẽ trong mp( ABCD ). 
Sau khi giới hạn khoảng chay thì H chỉ lưu động trên cung ЕОЕ. 


Sau khi làm phần đảo ta có quỹ tích của điểm H chỉ là cung EOF nằm trên đường tròn 
đường kính OO' vẽ trong mp( ABC D) (ycbt). 
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HI. GIẢI TOÁN THI 
Bài 235 (DAI HỌC KHÓI A - MIỄN BẮC - 1973) 

Trong một mặt phẳng (P) người ta cho một đường thẳng d và một điểm I ở ngoài đường 
thắng đó. Gọi K là chân đường vuông góc hạ từ I xuống d; d' là đường tháng đi qua I vuông 
góc với mặt phẳng (P). Lấy một điểm M bát ky trên d, một điểm N bát kỳ trên d'. 

a/ Chứng minh rằng điểm giữa (trung điểm) L của MN cách đều cả 4 điểm M, N, I, K. Tìm quỹ tích 

của L khi M,N di động một cách hoàn toàn tùy ý trên d, đ. 

b/ Tìm quỹ tích của L khi M, N chạy trên d, d' sao cho đoạn tháng MN có độ dài không đổi. 
Giải 












NI L IK 
NK 1 KM (dinh lý З đường vuông góc) 


=> I, K ó trên mặt câu đường kính MN. 
— Trung điểm L của đoạn MN cách đều cả bón 
điểm M, N, I, K (усы). 

e Dé ý IK có dinh, L cách đều I và K (LI = LK 
theo chứng minh trên) khi M, N chạy một cách 
hoàn toàn tùy ý trên d, d' thì L nằm trên mặt phẳng 
trung trực của đoạn IK. 

• Бао lại, lấy điểm L bát kỳ trên mặt phẳng trung 
trực của đoạn IK. Dung mặt phẳng chứa d và L' cát 
d' à №, nói МІ, và kéo dài cát d ở M. 

Ta chứng minh L là trung điểm của M'N'  LN' = L'M. Gọi L" là trung điểm của M'N. 
Theo chứng minh trên ta có: 
UÌN = L"M' = L"I = L"K. © L" cách đều I và K. 
Từ đó suy га L' trùng với L" < L'N'2L'M. 
Vậy quỹ tích trung điểm L là mặt phẳng trung trực của đoạn IK (ycbt). 
b/ Giả sử đoạn tháng MN = a (độ dài không đổi). Đặt IK = b. 

• Nếu a < b thì bài toán quỹ tích đặt ra là vô nghĩa. 

• Nếu a = b thì chỉ có một đoạn MN tựa trên d, đ; đó là đoạn IK, lúc đó bài 
toán trở nên tầm thường. 

« Nên chỉ xét bài toán trong trường hợp a > b. 

Gọi O là trung điểm của IK = OL c (a) 


) 
= OD VLE GO S (à) = = Z Va? - b° Ja? - p? 


=> L nằm trên đường tròn (Г) tâm O, 


bán kính R = > Ма? — b? nằm trong (o). 


Đảo lại, với mọi điểm L trên đường tròn ấy, ta dựng mặt phẳng chứa d và L' cắt а à №, 
nối N'L' và kéo dài cát d ở M. 
Theo chứng minh ở câu a/ 


| 2 
= L'N' = L'M' = L'I = JL'O? £ OP z na — b2) + = = = 
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a/ маг | 











Vậy quỹ tích của trung điểm L của đoạn MN khi M, L chạy trên d, d' sao cho đoạn thẳng 
MN có độ dài không đổi a > b = IK là đường tròn tâm O (O là trung điểm IK), bán kính: 


= : 2 . b? nằm trong mặt phẳng trung trực của đoạn IK (ycbt). 
Bài 236 (DAI HỌC KHÓI A - MIỄN BẮC - 1974) 


Trong mặt phẳng P, cho một đường tròn (C) có định tâm O, bán kính R, và một điểm A có 
định trên đường tròn ấy. Cho một đường kính BC quay quanh tâm O của đường tròn đó và gọi 






АВО biến thiên là a (0 < a < SF Trên đường thẳng đi qua A và vuông góc với mặt phẳng P 






người ta lấy một điểm S cố dinh sao cho AS = 2R. 
a/ Chứng minh rằng tổng bình phương các cạnh của tứ điện SABC không phụ thuộc vào ơ. 
b/ Tìm quy tích chân Н của đường cao SH trong tam giác SBC. Với giá tri nào của а thì diện 
tích tam giác SBC đạt cực đại và cực đại đó bằng bao nhiêu ? 
ç Trên các đoạn tháng SA, SB, SC người ta lấy lần lượt các điểm A', В’, C' sao cho SA.SA' = 
SB.SB' = SC.SC' = ЗК? Khi B, С thay đổi thì В’, C' cũng thay đổi. Tuy nhiên hãy chứng minh 
rằng mặt cầu đi qua S, A', B', C' và mặt phẳng đi qua A', B, C' là có định, Còn đường tròn di 
qua S, В’, C thì luôn luôn di qua một điểm cố định thứ hai, khác với điểm S. 
Giải 

a/ Gọi > là tổng bình phương các cạnh của tứ điện SABC : 

> Es AB + AC? + ВС? +SA? + В? + $С2 









Trong tam giác vuông ABC ta có : ye dig poss 
AC = 2Кзѕіпа 
Như vậy: АВ? = 46? cos? a (1) 
АС? = 46? sin? a (2) 
BC” = 4R? (3) 
SA? - 4R? (4) 


SB?’ = SA? + AB? = 4R? + 4R?cos?a (5) 
SC? = SA? + AC? = 4R? + 4R? sina (6) 
Cộng theo vě = У = 24R2 (pem). 
b/ Ha SH L BC = AH 1 BC (định lý ba đường vuông góc) 
* Mặt khác H di động trong (P) và luôn luôn nhìn đoạn cố định AO dưới một góc vuông. Do 
đó H nằm trên đường tròn của mặt phẳng (P) nhận AO làm đường kính. S 
* Đảo lại : Lấy một điểm H bát kỳ trên đường tròn vừa tìm 
được. Nối H với O và kéo dài nó cắt đường tròn tâm O ở B 
và C. 
Sau đónối SB, SC, SH. Ta cán chứng minh rằng SH là 
đường cao của tam giác SBC. 
Thật vậy: H thuộc đường tròn đường kính OA nên AH L OH 
< АН 1 BC 
Mà SA 1 (P), BC 1 AH 
=> SH L BC 
(định lý ba đường vuông góc). 
Điều đó chứng tỏ SH là đường cao của tam giác SBC. 
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Vậy quỹ tích H là đường tròn (y) bán kính R = > АО (nằm trong mặt phẳng (Р) (ycbt). 
Đến đây xét : S„suc = dt(ASBC) = ŽBCSH = R.SH < R.SO (1) 


Dấu đẳng thức trong (1) xảy ra © Н = О © a= = 


= maxS,ssc = R.SO = RJR? + (26)? = {5.82 (усы). 
nh“ SR, "SR 
SA 2R 2 
Diéu dó chüng tó A' là diém có dinh. 
Bây giờ ta xét tứ giác AA'BB. 
Từ SA.SA' = SB.SB => Bốn điểm А, А’, В, B cùng nằm trên một đường tròn. Tứ giác 
AA 'BB nội tiếp được trong đường tròn. 
Nhung trong tứ giác AA'BB thì Ầ vuông nén góc đối của nó B' cũng vuông — A'B' 1 BB 
« AB L SB. 
Một cách tương tu xét tứ giác AA'ŒC > A'C 1 SC 
-> B'và C' nằm trên mặt câu đường kính SA' cố định. Mặt cầu qua S, A', B', C' cố định. 
e Kéo dài AO cắt đường tròn (С) tâm O tại điểm D, lấy điểm D' e SD sao cho: SD.SD' = 3R*. 
Chứng minh tương tự như trên > A'D' L SD 
Do đó : BD 1 AB 


BD | SA 
Dóng thói : A'B' 1 SB 
AB L BD 


Chứng minh tương tu ta сб: A'C' L SD (2) SUE. IA. 

Từ (1) và (2) => SD 1 (ABC). 2 : 7а ^ 

=> тр(А'В'С) luôn luôn đi qua điểm A' cố dinh và И. j ( 
vuông góc với đường tháng có dinhSD. — И I 

= mp(AB'C)là mặt phẳng có dinh(ychü. |. Д E 
e Đường tròn (y) đi qua S, B, C' là tương giao của 
mặt cầu có định (đường kính SA') với mp(SBC). ç =/ÿ 
e mp(SBC) thay đổi nhưng luôn luôn di qua đường D^ 
tháng có dinh SO. 

Nhu váy giao điểm của mặt câu đường kính SA' với SO là điểm E cố định. Điểm E đó thuộc 
đường tròn (y) di qua ba điểm S, B', C'; đó là điểm cố định thứ hai, khác với điểm S (ycbt). 

Bài 237 (ĐẠI HỌC KHÓI A - 1975) 

Cho hai đường thẳng chéo nhau và vuông góc với nhau (D) và (A). Gọi AB là đường vuông 
góc chung của chúng : A trên (D), B trên (A). M là một điểm trên (D), N là một điểm trên (A). 
a/ Chứng minh rằng tất cả các mặt của tứ điện ABMN đều là những tam giác vuông. 

b/ Xác định tâm của mặt câu ngoại tiếp tứ diện ABMN. Tim quỹ tích của điểm giữa (trung 
điểm) I của đoạn MN khi M, N theo thứ tự chạy trên (D) và (A). 

c/ Giả sử M, N theo thứ tự chạy trên (D) và (A) sao cho đoạn MN có độ dài không đổi là 2I. 
Tìm quỹ tích của điểm giữa I của đoạn MN. 

d/ P, Q là hai điểm có định trên (D); R, S là hai điểm chạy trên (A) sao cho đoạn RS có độ 
dài không đổi. Tìm vị trí của R, S để diện tích toàn phần của tứ điện PQRS là nhỏ nhất. 


c/ Từ SA. SA = 3R?  SA' = 






| = BD I(SAB) = BD 1 AB 


| = A'B' 1 (SBD) = ABISD (1) 
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Giải 
а/ Ta сб: AB là đường vuông góc chung của (D) và (A) 
= AMAB vuông góc ở A và ANBA vuông góc ở B (ycbt). 
(D) 1 (AB) 


Xét : 
(D) 1 (A) 


| — (D) vuóng góc vói màt phàng (AB, A) 


= (D) 1 AN < AM 1 AN = AMAN vuông góc ở А (ycbt) 
MA L(ABN) 2 
= MB 1 BN (định lý ba đường vuông góc) 


AB L BN 


Do đó tam giác NBM vuông góc ở B (ycbt). 
b/ Để ý A và B luôn luôn nhìn đoạn MN dưới một góc vuông. 

> A và B cùng nằm trên mặt cầu đường kính MN. 

(Xem Đề ĐẠI HỌC KHỐI A - 1973 - MIỄN BẮC) 

Vậy quỹ tích điểm giữa I của đoạn MN là mặt phẳng 
trung trực của đoạn AB (ycbt). Ау 
ç Vậy quy tích của điểm giữa I của đoạn MN khi M, N 
thay đổi sao cho đoạn MN = 2/ không đổi, là giao tuyến của 
mặt phẳng trung trực của đoạn AB với mặt cầu tâm A, bán 
kính / 

Để ý quỹ tích cần tìm cũng chính là giao tuyến của mặt phẳng trung trực của đoạn AB với 
mặt cầu tâm B, bán kính /. Hoặc là đường tròn với tâm là điểm giữa O của đoạn AB, bán kính 

2 





NI 





, nằm trong mặt phẳng trung trực của đoạn AB (ycbt). 


(A 10D) 
` (A) 1 (AB) 


Vi P, Q, B có dinh nén PB và QB khóng dói, hon nüa RS cüng khóng dói : 


_ Ta có | э 1 (AB, D) эу PB và (A) 1 QB 


dt(APRS) - ; PBRS 2B. = consi 
(1) 
dt(AQRS) = > QB.RS = $9 = const 


Tương tu như trên ta có : RA 1 (D) và SA 1 (D), ta có : 


dt( ARPQ) = PQ.RA 


(2) 


dt(ASPQ) - — PQ.SA 





N| = n| 


Từ (1) và (2) ta có diện tích toàn phần của tứ điện PQSR là : 


Sip = SỊ + S2 + ; PQ (RA + SA) 
(A) 


minS,, xảy ra €» min(RA + SA) xảy ra. 
Xét bài toán phẳng : Kẻ AI // (A) và AI = RS. Gọi J là điểm 
đối xứng của I đối với (A). 
Nối JR > RJ = RI = AS < RA + SA = RA + RJ J 
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A và J là cố định, R chạy trên (A), nén (RA + RJ) nhỏ nhất khi và chỉ khi R ở vi trí R, là 
giao điểm của АЈ với (A). Tương ứng với Rị, khi đó vì : AR, = JR, = IR, = AS}. 


= AAR;S, là cân. Do đó B là điểm giữa của RịS¡. Nhu vậy diện tích toàn phán S của tứ diện 
PQRS là nhỏ nhất khi đoạn RS nhận B làm điểm giữa (ycbt). 
Bài 238 (ĐẠI HỌC KHỐI A - 1975) 
Cho tam giác đều ABC có cạnh là a. Một đường thẳng (d) vuông góc với mặt phẳng của 


tam giác ABC tại A, M là một điểm trên đường thẳng (d). H là trực tâm của tam giác ABC. 0 
là trực tâm của tam giác BCM. 


a/ Chứng minh rằng MC vuông góc với mặt phẳng (BOH), và OH vuông góc với mặt phẳng 
(BCM). 


b/ Đường thẳng qua O và H cắt đường thẳng (d) ở N. Chúng minh rằng tứ diện BCMN có các 
cạnh đối Ee vuóng Jes vói nhau. 












| 





E 





d/ Tim quỹ tích của điểm O khi M di chuyển trên (d). 
Giải 
Hai câu a) và b) độc giả xem phần cơ bản. 
c/ Ta có AOHK  AAHN. 
Mặt khác AOHK œ AAMK 
AN AH 
=> AAHN v AAMK => AK = AM 
< AM.AN = AK.AH 


Xét AK là duóng cao cüa A déu ABC canh a. 





=.Ak„ Sẽ và AH ә 2 ак _ 5535 
3 3 
2 
L AMCAN „ PNS 8/8 — 2` (không đổi) (dpcm) 
2:09:75 
AMAN SS (Gc MN 
ra ig: АМ-2 |AN=^ 
Xét hé : à < 2 у 2 (ycbt). 
АМАМ = — Ansa- Аан 


d/ Та có ОН 1 МК (К là trung điểm của ВС). Tam giác ABC cố định nên НК không đổi. 


Điểm O di chuyển (khi M di chuyển trên (d)) nhưng luôn luôn nhìn đoạn có định HK dưới 
một góc vuông; mặt khác vì M di chuyển trên (d) và K cố định nên O luôn nằm trong mặt 
phẳng cố dinh (AK, (d)). Nhu vậy điểm O nằm trên đường tròn thuộc mặt phẳng (AK, (d)) 
đường kính HK không đổi. 

Độc giả tự giải phần đảo. 

=> Quy tích của điểm О, truc tâm của tam giác МВС, khi M di chuyển trên (d) là đường 
tròn trong mặt phẳng (AK, (d)) đường kính HK không đổi (ycbt). 
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Bài 239 (ĐẠI HỌC BÁCH KHOA - 1976) 

Trên truc X'AX song song và cùng chiều với trục hoành x'Ox trong mặt phẳng (P) ta lấy 
một điểm M và trên trục Y'BY song song và cùng chiếu với trục tung y'Oy (trong mặt phẳng 
(P) ta lấy một điểm N. 

a/ Gọi I là trung điểm của MN. Chứng tỏ rằng I ở trong mặt phẳng (P). 
bí Chứng tỏ rằng 2x = AM = 2y = BN và từ đó suy ra quy tích A, của I khi M và N di động 
sao cho AM + BN = k, với k là một hằng số cho trước, A; là một đường thẳng. Chứng tỏ rằng 
khi k thay đổi, Ау luôn luôn song song với một đường tháng có dinh. 
© Chứng minh các hệ thức : MN? = AB? + AM? + BN? = 4(а? + OIP). 
Từ đó suy ra quỹ tích của I khi M và N di động thế nào cho MN có một độ dài không đổi / 
Hướng dẫn 

Độc giả có thể xem sách TUYỂN TẬP 500 BÀI TOÁN HÌNH GIẢI TÍCH của cùng 

nhóm tác giả. 

Bài 240 (ĐẠI HỌC KHỐI A TP.HCM - 1976) 

Trong mặt phẳng (P), cho một điểm O cố định một đường thẳng (d) cố định không đi qua 
0, các cạnh Ox, Oy cắt (d) theo thứ tự ở A và B. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng 
(P) và di qua O, lấy một điểm S. Gọi a là khoảng cách từ O đến (d), ОАВ = a. 


a/ Tính góc œ khi OS = E và SA = 20A 




























b Ha OE 1 SA, OF 1 SB. Tim quỹ tích của các điểm E, F khi góc vuông xOy quay quanh O. 


c Gọi О là trong tâm của tam giác SAB, I là tâm hình cầu ngoại tiếp tứ diện SOAB, chứng 
minh rằng O, G, I thẳng hàng. 


d/ Tìm quy tích tâm I khi góc vuông xOy quay quanh O. Chứng minh rằng mặt cầu ngoại tiếp 

hình tứ điện SOAB luôn luôn đi qua một đường tròn cố định. 
Giải 

a/ Gọi K là chân đường vuông góc hạ từ O xuống (d), thì: 

a 





sina = SE = QA = — 
OA sin œ 

ASOA vuông > SA?’ = SO? + OA? (1) 

Với giả thiết : SO = s: : 


MAL dA. un 
3 3 sina 








(1) 2 2 2 
Lúc đó : — 8.8 = 64a + — €» 25 = 64sin"a + 9 
9sin“ œ 9 sin“ а 








= 


sina = E (a > 180? vô lý) 
= sinla2— > 1 — a = 309 (ycbt). 
sina = — 


-— 
t 


b/ Dé ý đến đoạn SO cố dinh và OES = OFS = 90° 
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= E và F nằm trên mặt cầu (S) đường kính SO. Mặt khác, E và F di chuyển nhưng luôn 
luôn nằm trong mặt phẳng (8; d) cố định. Vậy E và F nằm trên đường tròn (y) = (S) ^ (S; d). 

Ha OH 1 SK, ta có H e (S) 

Mặt phẳng (SOK) là mặt đối xứng của hình cầu (S). Ta lại thấy mặt phẳng (S; d) vuông 
góc với mặt phẳng (SOK). | 

= Đường tròn (y) nằm trong mặt phẳng (S; d) phái nhận SK làm truc đối xứng. Nhung H 
cũng thuộc (y) nén SH chính là đường kính của đường tròn đó. 

Đảo lại : Lấy một điểm F trên (y), F # S và # H. Nối SF, vì SF thuộc mặt phẳng (S; d), 
do đó SF kéo dài cắt (d) ở B. Nối OB, dựng góc vuông BOA trong mặt phẳng (A trên d). Nối 
SA, nó cắt đường tròn (y) tại E. Vi E, Е nằm trên (y) nén E, Е nằm trên mặt cầu đường kính 
SO, do đó : OE 1 SA; OF 1 SB 

Vậy quỹ tích của E và F là đường tròn (y), giao của mặt cầu đường kính SO và mặt phẳng 

(S; d), trừ hai điểm S và H (ycbt). 
c Gọi M là điểm giữa của AB. Vì AAOB vuông ở O nên M chính là tâm đường tròn ngoại tiếp 
tam giác đó. Tâm I của hình cầu ngoại tiếp tứ diện SOAB phải nằm trên giao của mặt phẳng 
(A) vuông góc với (P) tại điểm M. 

Do đó ta có MI // SO và SO = 2MI. 

Nối OI, cắt trung tuyến SM của tam giác SAB tại G ' : 

GM MI 1 G'M 1 


GE -.80-.29.—. 8M...3 
Vậy G' trùng với trong tâm G của tam giác SAB. Nói 
cách khác ba điểm О, G, I tháng hàng (dpcm). 
d/ Khi góc vuóng AOB quay quanh O, diém M chay trén (d). 


Xét mặt phẳng (T) di qua (d) và vuông góc với (P), còn mặt phẳng trung trực (R) của đoạn 
SO là cố định. Vậy I nằm trên giao tuyến của (R) và (T), đó chính là đường thẳng (t) nằm 





trong mặt phẳng (T), song song với (d) và cách (d) một khoảng bằng 250. 


Đảo lại : Giả sử I là một điểm bất kỳ trên (t). I nằm trong mặt phẳng trung trực R của SO 
và I cách đều S, O. Mặt cầu tâm I, bán kính SI = OI cắt (d) ở A và B. Từ I kẻ một đường 
thẳng song song với SO, nó gặp (d) ở M. 


Do IO = IA = IB và IM 1 (P) = MO = MA = MB, tức là M là tâm vòng tròn ngoại tiếp tam 
giác АОВ, suy ra АОВ = 90°. Do đó I là tâm hình cầu ngoại tiếp tứ diện SOAB với АОВ = 90° 


Vậy quỹ tích tâm I của hình cầu ngoại tiếp tứ diện SOAB là đường thẳng (t) là giao của 
mặt phẳng (R) và mặt phẳng (T) (ycbt). 


Mặt cầu ngoại tiếp tứ điện SOAB luôn luôn đi qua hai điểm cố định S và O. 
Vì (d) là trục đối xứng của đường tròn qua A, O, B. 
= O' đối xứng với O qua (d) cũng thuộc mặt cầu và O' cũng có định. 


Vậy khi góc vuông AOB quay quanh O thì mặt cầu ngoại tiếp tứ điện SOAB luôn đi qua 
vòng tròn cố định đi qua ba điểm S, O, O' (đpem). 
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Bài 241 (DAI HOC BÁCH KHOA TP.HCM - ĐÀ NẴNG - 1978) 
Trong không gian từ một điểm A ngoài mặt phẳng (P), người ta hạ đường vuông góc AB và 

một đường xiên AC xuống mặt phẳng (P) (B và C nằm trên (P). Điểm M di chuyển trên đường 

tròn đường kính BC trong mặt phẳng (P). 

à Chứng minh rằng : АВ? + ВМ? + МС? = AC?; AM? + BC? = BM? + AC? 

bí Tìm góc phẳng của nhị diện cạnh AM tạo nên bởi các mặt phẳng (AMB) và (AMC). 

V Gọi D và E là các hình chiếu vuông góc của B lên các đường tháng АМ, và AC. Chứng 

minh rằng BD vuông góc với AC và DE. Tìm quỹ tích của D khi M đi chuyển. 

d Chứng minh rằng bốn điểm C, D, E, М nằm trên cùng một đường tròn. 


Giải 











a/ Ta có => AM l MC (định lý 3 đường vuông góc) 


MB 1 MC A 


Các tam giác ABM, BMC, AMC, ABC déu 
vuông góc theo thứ tu tai B, M. Áp dung hé thüc 
lượng trong các tam giác vuông ABM, AMC, ta có : 
• AB? + (BM? + MC?) = AB? + BC? (1) 

> АВ? + BM? + MC? = AC? (dpcm) 
‚ АМ? + BC? = (AB? + BM?) + BC? 

= АМ? + BC? = МВ? + (AB? + BC?) 

=> АМ? + BC? = ВМ? + AC? (đpem). 

D 1 ve 

Ы Ta có 


` BD 1 MC 
——— D n ln 
5 ç = (AMO); (АМВ) = (АЙ) = < (ycbt). 


based. 





=> BD 1 (AMC) = (AMC) 1 (AMB) 


BD L AC 


t 
DB 1 DE (ycbt) 


Ç Ba có: DB L (AMO) — | 


Để ý: BD 1 AC 
BE L AC 
= D ở trong mặt phẳng cố dinh (В) = (BDE). 
ñ Thuận : 

Trong không gian D nhìn đoạn BC cố định dưới một góc vuông nên D ở trên mặt cầu (S) 
lường kính BC, nhưng trong (p), BDE = 90° và BE cố định nén D ở trên đường tròn (y) 
đường kính BE và (y) = (S) ^ (B). 

0 Đảo : Chon D tùy y, D e (ү) = 3M e (BO : D = ©һ В. 


| = АС 1 (BDE) 


Lấy 1 điểm D bất kỳ trên (ү), đường thẳng AD cắt (Р) tại M. 
Ta có : D є (у) > DB L DE 
Ta lại có BD L AC (vi AC 1 (f)), do đó : DB 1 (АМС) 
= DB L MC và BD L AM | 
Mặt khác : МС L AB nên MC L (ABM) =MC I MB => M є (y) 
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Vậy : D = cb В 


Rõ ràng D tôn tai khi và chỉ khi M tôn tại. 
Khi: M = B > АМ s AB; D = B. 
кырар жиынга 
Do đó khi М di động trên đường tròn đường kính BC thì D di động trên cả đường tròn (ү) _ 
đường kính BE dung trong (f). 
Vậy quy tích D là đường tròn (y) đường kính BE và (y) = (S) ^ (f) (ycbt). 
d/ Dé y DE 1 EC (dinh ly 3 duóng vuóng góc) 


Tứ giác MCED có 2 góc đối M = E = 90°. Nên nội tiếp trong một đường tròn đường kính DC. 
Bài 242 (ĐẠI HỌC TỔNG HỢP TP.HCM KHỐI A, B - 1993) 
Cho hai đường thẳng d và d' chéo nhau và vuông góc với nhau. Trên d' lấy hai điểm lưu 


động B, C sao cho các mặt phẳng (d, B) và (d, C) vuông góc với nhau. A là một điểm lưu động 
trên d. Gọi A' là chân đường vuông góc hạ từ A xuống đ'. 


1/ Chứng minh rằng tích A'B.A'C không đổi. 

2/ Gọi H là trực tâm tam giác ABC. Gọi A là đường thẳng đi qua H và vuông góc với mặt 
phẳng (ABC). Chứng minh rằng đường thẳng A luôn đi qua một điểm cố định. 

3/ Tim quỹ tích của điểm H. 











Giải 

1/ Dung (a) qua d' và vuông góc với d tại О. 
AA’ Ld’ 
AO Ld' 
= đ L(AOA) 
= а LOA tại A. 
Mà d' cố định và O cố định. 
= A' cố định 
< ОА' = const 
Khi đó : BA'.CA' = A'O? = const 
=> (dpcm). : 

AB | CH 


2/ Ta có: AB 1 (COH) > AB 1 OH 1 
Set етт ' m м 


Nhung: BC 1 (AA'O) = BC 1 OH (2) 
Từ (1) và (2) = OH 1 (ABC) 
Để ý thấy, ^ qua H và vuông góc với (АВС) > А qua О cố dinh (đpem). 
.8/ Gọi (В) = (d; A') = (B) có định. 
Ta có: lo "n 
OH І (АВС) => OH 1 AA' 


-» Quy tích H là đường tròn đường kính OA' trong mặt phẳng (f). (Độc giá tu giới han 
khoáng chay và làm phán dáo) (ycbt). 


Ta có : | 
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Bài 243 (ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG - 1993) 


Trong mặt phẳng (P) cho hình chữ nhật ABCD. Gọi (Q) là mặt phẳng vuông góc với (P) và 
chứa AB. 


V Chỉ ró cách dựng quỹ tích (K) của điểm M luôn nhìn các đoạn AB và AD dưới một góc vuông. 
2 Đường thẳng DM cắt (Q) tại M'. Tìm quy tích của M'. 

J Mặt phẳng chứa (K) cắt CD tại I, đường tháng IM cát K tại điểm thứ hai №. Đường tháng 
DN cát (Q) tai N'. Chüng tó ráng M' N' // AB. 


Giài 








/ Та сб: AMB = E = M thuộc mặt câu đường kính AB 


AMD = š = M thuộc mặt cầu đường kính AD 


> Quy tích M là đường tròn (K), là giao của mặt câu đường kính AB với mặt cầu đường 
kính AD. 


П Cách dung 
* Gọi Г; J làn lượt là trung điểm của AB; AD. 
• Qua A dung mặt phẳng (о) vuông góc với JT tai O. 


e Trong mặt phẳng (a) dung (K) là đường tròn tâm 
O bán kính OA (ycbt). 






2/ Gọi: H = BD ^ AO >= AM 1 MH I (1) 
Ta có pado (K) L BD = AM 1 BD (2) 
š = 
` FET с7а сы 


Từ (1) và (2) > АМ L (BDM) = AM 1 BM' 

Mặt khác : AD 1 (Q) > AD 1 BM' 

Nên: BM 1 (ADM) => BM 1 АМ' 

Vậy M' lưu động trên đường tròn đường kính AB trong mặt phẳng (Q) (dpcm). 


(IMD) ^ (Q) - M'N' 
3/ Ta có: = M'N' // AB (dpcm). 
DI // AB 
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Bài 244 (ĐẠI HỌC TỔNG HỢP HÀ NỘI - 1994) | 
l/ Trong mặt phẳng (P) cho AABC. Tim quỹ tích các điểm M trong (P) sao cho Samar = Элмас. 
2/ Một thiết diện chia thể tích hình lập phương thành hai phán bằng nhau. Chúng minh 
rằng thiết điện đó đi qua tâm của hình lập phương. 
Hướng dẫn 
1/ Ta viết : S.MAn = Samac khi một trong hai 
khả năng sau xảy ra : 
О TH, : Đường cao hạ từ В, C đến đáy MA 
bằng nhau 
= M e đường thẳng (d) / BC di qua A (trừ A). 
C) TH, : M nằm trên đường tháng D chứa 
trung tuyến AE. 
= = = Samec (1) 
SAABE = JAAEC (2) 
















Hiệu điện tích (2) - (1) 


=> ĐAMAB = Samac 
= M e đường trung tuyến kéo dài AE (trừ A). 
Độc giả tự làm phán đảo và kết luận cho quỹ tích (ycbt). 
2/ (=) Nếu thiết diện đi qua tâm hình lập phương thì chia đôi thể tích (do tính chất đối xứng). 
(<=) Nếu thiết diện không qua tám thì dung mặt phẳng // thiết điện và qua tám = gặp 
mâu thuẫn = (dpcm). 
Bài 245 (ĐẠI HỌC KINH TẾ TP.HCM - 1994) 
Cho hai đường thẳng (A), (A') chéo nhau, nhận AA' làm đường vuông góc chung. Gọi (P) là 
mặt phẳng qua A và vuông góc với (A), còn (d') là hình chiếu của (A) lên (P). Đặt AA' = a, góc 
nhọn giữa (A) và (d') là a. Mặt phẳng (Q) song song với (P) cát cát (A) và (A') theo thứ tự tại M 
và M.. Gọi M, là hình chiếu của M trên (P). 
l/ Chứng minh rằng 5 điểm A, A', M, M' và М, cùng nằm trên một mặt cầu (S). Xác định 
tâm O của (S) tính bán kính của (S) theo a và theo khoảng cách x giữa các mặt (P) và (Q). 
2/ Khi x thay đổi, hãy tìm quỹ tích tâm O của mặt cầu (S). Chứng minh rằng khi x thay đổi, 
mặt câu (S) luôn đi qua một đường tròn cố định. 















1/ Gọi OH là đường trung bình của A 
AA'AM, ta có : OH // (A) 


M'O - LAM 











AO -1 AM 
2 


=> MO = MIO = АО = ОА = OM 

Vậy 5 điểm A; A'; M; M' và M; cùng 
nằm trên một mặt cầu (S) tâm O (trung 
điểm của A'M) (dpcm). 
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X 








AM = — 
sinœ 
2 


Ta có : 2 
AM = VA'A? + AM? = |>” + = 
sin“ а 
2 x 


a + 
AM ` sin” а 
Li sa aca _ 2s. 
2/ Xét trong mát phẳng có dinh (A'; A). Giả sử goi (d) = OH là 
đường trung truc của AA', ta сб: 
(d)// ^ 
М cố định 
Nhận thấy, khi x thay đổi thì M sẽ di động trên A. 
O - A'M ^ (d) 





Vậy bán kính của mặt cầu (S) là: R = (усы). 


(5) 


=› (đ) cố định 


Mà: 





АО = AM 


Vậy quỹ tích tâm O của mặt cầu (S) là (d) (ycbt). 
Khi x thay đổi, mặt câu (S) luôn chứa đường tròn (C), đường kính AA', là giao tuyến của 
mặt cầu (S) và mặt phẳng vuông góc với (d) tại H (đpem). 
Bài 246 (ĐẠI HỌC VĂN LANG - KHỐI B, D - ĐỢT 2 - 1997) 
Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng a. Trên nửa đường thẳng Ax vuông góc với mặt 
phẳng ABCD, lấy điểm S sao cho AS = h. M là một điểm lưu động trên canh CD, ha SH 
vuông góc với BM. 
И Chứng minh rằng AH L BM. Suy ra quỹ tích của điểm H khi M lưu động trên cạnh CD. 
2| Xác định vị trí của M trên CD sao cho thé tích SBDH lớn nhất. 


Giải 












l/ Ta có : SA 1 (ABCD) 
SH : đường xiên 
T s : hinh chiéu 
Mà : SH 1 BM (cách dung) 
Theo dinh lý ba đường vuông góc 
=> AH 1 ВМ (dpcm). 


=> H e đường tròn đường kính AB trong mặt phẳng 
(ABCD) 


` М = С> Н = В 
і 

M = D > H = О (támhinh vuóngABCD) us ж 
Đảo lại, chọn Hạ є ВО с (AB) pu jx rt 
= AFB = 90" е d s Te 


=> SH, BM (định lý 3 đường vuông góc) B a C 





sese vecco toon . 

Zl 

........t.esses 

.... >A 
..... 
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Vậy quỹ tích H là một phần tư cung tròn BO tâm L, bán kính R = = nằm trong mặt phẳng 
(ABCD) (ycbt). 


1 h 
2/ Ta có : У внр = 3 Spip.SA => М вир = 3 .бвнр 


Để ý thấy ° 3max(Vs nip) < Зтах(Ѕвнр) (1) 
Gọi Е, là trung điểm dây cung ВО và Е là chân 
đường cao ABHD 


E,H, :đường cao ABH,D 
EH :đường cao ABHD 


Vậy : max(Vs pip) = Vs pu,p 


c max(Sprp) = SBH;D 





<> max(EH) = EH, 


459 

ӨН -rf.-—— 

Để ý : і ! 2 > BH¡là phân giác СВО. : 
OBT = 45? 


бй DH C DOS Lato) лай. 


DM, SB 172 Ja 











CM, 1 | 
> —————-= (tính chất tỷ lệ thức). 
DM, +CM, 1.442 
CM, 1 a 
e “——— су СМ, =—— s OM, á al/3— 1. 
a 14 J2 : +42 | | 


Vậy khi M thỏa CM, = a(/2 < 1) thi max(Vs gup) xáy ra (ycbt). 
Bài 247 (DAI HỌC VĂN LANG - KHÓI A - РОТ 1 - 1997) 


Cho một đường tròn đường kính AB nằm trong mặt phẳng nằm ngang (P); A 1 (P) tại A, 
đường thẳng d chéo nhau với A cắt (P) tai B. 


1/ М là một điểm thuộc đường tròn (C), chứng minh rằng qua M có một và chỉ một đường 
thẳng K tựa đồng thời trên A và d. 


2/ Chứng minh rằng, một mặt phẳng (Q) nếu đã vuông góc với một trong ba đường thẳng A 
d, k cũng sẽ cắt ba đường thẳng đó tại ba điểm là đỉnh của một tam giác vuông. 
3/ Cho điểm M lưu động trên đường tròn, trên A lấy một điểm S sao cho 
SA = 2R; А, M, B lần lượt được lấy trên SA, SM, SB và thỏa mãn điều kiện : 
SA.SA' = SM.SM' = SB.SB' = 3R?. | 
Chúng minh rằng khi M lưu động, những điểm A', M', B' luôn nằm trên một mặt cầu có 
định ? Hãy tính thể tích của hình cầu ấy. 







, 









Giải 


l/ Xét hai mặt phẳng phân biệt (M, A) và (M, d) có chung điểm M sẽ cát nhau theo một giao 
tuyến (k) tựa đồng thời trên (A) tại N và trên (d) tại T (ycbt). 
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2 Gọi A; M; В; i є 1.3 lần lượt là giao điểm của (A); (k); (d) với (Q) khi (Q) lần lượt vuông 
góc với (k); (A); (d). Ta có : 
О TH; : (Q) 1 (A) = (9) // (АВМ) S 


AM; = (Q) a (M54) 
=> AM, // AM 
A A и ү 
Ж - 
B,M, =(Q)¬(M;d) 
BM, // BM 
лырак Уж, 
as АВМ = A;B„M; = = (1) 


Tương tu : AMB = A;M,B; = =. 


П TH, : (Q) 1 (k), ta có : 
P 1 (ABM) > (A) 1 MB 





BM і (M; A 
AM 1 MB = EUM 


= A,MjB, = - (góc của 2 nhi điện vuông góc nhau) 


=> (M, d) L (M, A) theo giao tuyến (k) 
Váy : K;B,M; E (2) 


О TH;:(Q) 1 (d) = (Q) 1 (M, d) 
Mà : (M; A) 1 (M; d) => (Q) ^ (M; A) = АМ, 1 (M, d) 
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= AM; L MB, > 3B3 3 => (3) Tương tự : A2M,B; = 


ho | 3 


Từ (1); (2); (3) = (đpem). 
3 Từ SA.SA' = SMSM' suy ra tứ giác AA'M'M nói tiếp được 


> KMS -= = (4) 
Tương tự > AP'S = = (Б) 
(4) & (5) ee š; 
Wak „ = M'; B luôn nằm trên một mặt câu cố định có đường kính là: SA 
SA.SA' = 3R 
TK 
2 


Thé tích V; của hinh cầu tương ứng trong trường hợp này là : 
4 E ) 9rR3 
Vị = —.1t| — | = 
3 4 16 


Từ SA.SA: = SM.SM' = SB.SB' = 3R2 cũng suy ra được là A'; M'; B' luôn nằm trên một 
mặt cầu cố định có đường kính là : 


`2 
A'B = (3 + (ов)? = ES (vi AA' =) (đpcm). 


3 
4 (RÁ17 2 17763 4/17 
4 48 





Thể tích hình cầu У, tương ứng là: У, = 3 (ycbt). 

Bài 248 (DAI HỌC VĂN LANG - KHỐI A, B - 1998) 

Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Mặt bên SAB là tam giác đều 

và vuông góc với đáy. Gọi H là trung điểm của AB và M là một điểm di động trên đường 

thẳng BC. 

1/ Chứng minh rằng SH L (ABCD). Tính thể tích hình chóp SABCD. 

2/ Tìm quỹ tích các hình chiếu vuông góc của S lên DM. 

3/ Đặt CM = x. Tính khoảng cách từ S đến DM theo a và x. 
Giải 

(SAB) 1 (ABCD) (theo giao tuyến AB) 

SH 1 AB 


2 
SH = VSB? - BH? - Ja? -5 -a3 
S ABCD = AD.AB = a? 


$ 2 a3  a*d43 


V. = —.а 
= SABCD = 4 2 6 










1/ Ta có : | = SH 1 (ABCD) (dpcm). 


Với : 





(ycbt). 
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2/ Gọi 5 là hình chiếu vuông góc của S lén DM. 
Ta có : DM 1 (SS'H) 
= DM І HS. 
Hay S' luón nhin DH duói mót góc vuóng. 


Vậy quy tích S' là đường tròn đường kính DH 
bó đi điểm A (Độc giá tự làm phán đảo). 
3/ Ta có : 


2 
SS' = VSH? + SH? = д + SH? 


О TH,: М nằm giữa В; C (0 < x <a) 


Ta có : SDHM = ŽHS'DM дыр 





2 2 2 
a Ax? — 
e Hg.28 -8X _ sọ а DG (усы) 
24x? + a? 2 х та 


О TH;: М nằm ngoài В; С và vé phía C 


Та сб : SDHM — SHS'DM c SABCD + Spcw = (SpAH + SHpM) = z;HS.DM 


2 2 2 
e Hac eB 127 càng D (ycbt). 
24x? + a? 2 x +a 


П THạ: M nằm ngoài B; C và vé phía B 


Ta có : SDHM = SHS'DM 


< SABCD + SABM - (SpaH * SAHM + бром) = 5H§.DM 


2 


c a? + табх - a) ng - ns. e + a? 


4 4 2 
2 _ >= 2 
<> HS = 2a -ax = SS’ = a 4х - 4ах + 7a” (ycbt). 
24x? + a? > х? + a? 
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Bài 249 (HỌC VIỆN NGÂN HÀNG - PHÂN VIỆN TP.HCM KHỐI A - 2000) 

Trong mặt phẳng (P), cho hình vuông ABCD cạnh 2a. Trên đường thẳng đi qua trung điểm Ë 
của cạnh AB và vuông góc với (P) lấy điểm S sao cho SE = a. Trên đường thẳng AB lấy điểm M 
di động. Hạ SH 1 CM, đặt ЕСМ = a. 

1/ Tim quỹ tích điểm H khi M di động. 


2/ Gọi I; J lần lượt là trung điểm của EC; SC. Tính thể tích tứ điện ЛЕН theo a và a. Xác 
dinh « dé thé tích này lón nhát. 












Giài 
1/ Theo dinh lý ba đường vuông góc 
= EH L MC (tai H); 


=> EHT = 90° nhìn canh EC cố dinh. 


= H nằm trên đường tròn tám I đường 
kính FC. 


Giới hạn khoảng chạy : 
M ——h «= (trên cạnh AB) 
= Н ——> № 


Với N là trung điểm cạnh CD (xem hinh 
phẳng). Đảo lại, lấy Hạ thuộc đường tròn đường 
kính EC (bó đi điểm N) thì : 


ЕНС = 90? 
= EH LMC о/м 
=> SH, L CM (định lý ba đường vuông góc). 


Vậy quỹ tích H là đường tròn tâm I bán kính EC (bỏ đi 
điểm N) (ycbt). A D 


2/ Theo tính chất đường trung bình : 
IJ // SE 
= IJ 1 (EIH) E N 


IJ = 18Е 
2 : 
Suy ra, đường cao tứ diện JIEH là : 
«hex 
2 
Dién tích dáy B cüa tit dién JIEH là : 


1 ; 1 .EH.HC : | 
г Ф. 


F. ° ~ 2 r E ° 
_. EH = ECsina = va + (2а) (sina) а-/5 (sina) 


НС = ЕСсоѕа = a5 (cosa) 


В = Sum = = .Ѕесн = 
X 


Khi đó: B= ~|av5 (sina) || a 5 (сово) | - Za sin 2q 
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5a?.sin 2a a 5a? 
48 Mg 





> Vjen = (1) 


ames z sin 2œ = 1 TL 
Dâu đăng thức trong (1) xảy ra < €» 2a = — 
| 0-a-cmn 2 


3 
Vậy max(V;irgri) = "= xảy ra khi và chỉ khi a = - (ycbt). 


DÉ TUONG TU 

Bài 250 (DAI HOC MIỄN BẮC KHÓI A - 1974) 

Cho hình vuông ABCD canh a và đường tháng (d) 1 (ABCD) tai A. Lấy S є (d). Mp qua A 
vuông góc SC tại С, cát SB, SD tại B', D. 
a/ Chứng minh SB L АВ; SD 1 Ар. 
b/ Tim táp hgp các diém B', C', D' khi S chay trén (d). 
ç Tìm vi trí của S є (d) sao cho thé tích hinh chóp C'ABCD lớn nhất và tính nó. 

Huóng dán 

a/ Dóc già tu giái. 
b/ Tập hợp C' là đường tròn đường kính AB thuộc mp(B; d) có dinh, trừ điểm B. 

Tương tu cho các trường hợp С”; D. 
y v. 32 

6 

Bài 251 (DAI HOC KHOA HỌC (KHÓI A) - 1976) 
Cho tam giác đều ABC canh a. (D) là đường tháng qua A và tháng góc với mặt phẳng của 
tam giác ABC. Lấy một điểm M bất ky trên (D). Gọi O là tâm của vòng tròn ngoại tiếp của 
tam giác ABC. Trong tam giác MBC, BE là đường 
cao phát xuất từ B, CF là đường cao phát xuất từ C (E ở trên CM, F ở trên BM). 
a/ Khi M di động trên (D) thì quy tích của E và F là những vòng tròn; hãy xác định các mặt 
phẳng chứa các vòng tròn này, các tâm và bán kính của chúng. 
b/ Gọi H là truc tâm của tam giác BCM. Chứng minh OH và (D) nằm trong cùng một mặt 


phẳng. Nếu N là điểm cắt nhau của hai đường thẳng OH và (D), hãy chứng minh tứ diện 
BCMN có các cạnh đối đôi một trực giao. 
















Bài 252 (ĐẠI HỌC DÂN LẬP NGOẠI NGỮ TIN HỌC - CP - 1998) 

Trên mặt phẳng (P) cho đường tròn (C) có đường kính AB. Đoạn SA vuông góc với (P) và 
M là một điểm trên (C). Chứng minh rằng : 

l| Hai mặt phẳng (SAM) và (SBM) vuông góc với nhau. 


2/ Khi M di động trên (C) thì hình chiếu Н của A trên mặt phẳng (SBM) đi động trên một 
đường tròn cố định. 
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Chuyên dë 12 : PHƯƠNG PHÁP THỂ TÍCH 


L PHƯƠNG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp là sử dụng các công thức tính thể tích của một số vật thể hình học 
hoặc các công thức thể tích trên cùng một vật thể đã được bảo toàn thể tích khi chia nhỏ cố 
thể đó theo hai dạng toán như sau : 






C Dạng 1 : KHI BIẾT THÉ TÍCH CÓ THÉ LÀ V, TÍNH CÁC THÔNG SỐ CÓN LAI 
TRONG CÔNG THÚC СОА V 









3V V 

1 һ- 37 Н” ас 

1/ Hình chóp : V = — #H 3/ Hình lăng trụ: V2 gh = ç 
3 Ж ut 

h 

keri 

2/ Hình nón : V = = ФЕЬ 4/ Hình trụ : V=zrR?h > "S 
Е = —= 





5/ Hình сайи: V = = 16" —— раг „р 










6/ Hình chóp đều : V = Z Syr 


|5 : điện tích toàn phán hình chóp 


Trong đó : 
|r : bán kính mặt cầu nội tiếp hình chóp 







ud 3V 

em (đây là công thức tim r rất phó bién) 
tp 

7/ Gọi IJ là đoạn vuông góc chung của 

hai cạnh AB và CD của tứ diện ABCD 

thì thể tích tứ điện là : 


vo S ABCDIJ sine: 
với o= (KB; OD) B Ç ` 
8/ Tương tự đối với các khối cụt... 


D 
© Сы chú: Một số bài tập ở dang 1, sẽ được trình bày thứ tự trong các BÀI TOÁN THỊ; 
vi số trang sách luôn có han. 

















Cắt hình chóp tam giác S.ABC bằng một mặt phẳng (a) dé 
tạo thành một hình chóp tam giác mới S.A'BC' (xem hình) 

Lúc đó : "SABc _ SA SB SC 

Улас SA ВВ SC 

(xem chứng minh (*) ở phần bài tập và độc giả có thể sử 
dụng trong các kỳ ТЅРН mà không phải chứng minh lại). 

Nếu khéo léo áp dụng nó trong bài toán hình chóp, chúng ta 
sẽ chứng minh và tính toán được một số ycbt khá lý thú... 
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7 Dạng 3: SỬ DUNG DINH LÝ CỘNG THÉ TÍCH 
Chia một vật thé thành nhiều vật thé thành phần thé tích Vị; 
Vy; Уз; ...; Va thì thể tích cố thể là : V = V, + У, + Vs +... + V. A 
© Ghi chú: Ngoài ra, ta hay sử dụng phép cộng diện tích để 

phụ trợ cho phưong pháp thể tích. Chẳng hạn : 





Suanc = Sarp + S ucp 
2bc A B D C 
= Phân giác trong góc A : L, = ER алый 
+ C 





IL CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 253 











Cho tứ điện ABCD có h,; hy; ha; hạ lần lượt là các đường cao hạ từ dinh А; B; C; D xuống 
các mặt đối diện ứng với các đỉnh đó. Còn O là một điểm tuỳ ý trong tứ diện đó và có khoảng 
cách đến các mặt đối diện lần lượt đối với đỉnh A; B; C; D là x; y; z; t. 


Chứng minh rằng : A KG ^ 
g minh rằng МОРЕ, 


—— + 
hạ 





Giải 
Khi nối O với bốn đỉnh tứ diện ABCD, là ta đã chia tứ 
điện ABCD thành 4 tứ điện OABC; ODAB; OCDA; OBCD 
sao cho : 
Vancp = Уолвс + Мовср + Vocpa + Морав 
< Уолвс , Vopcp , Уосрл , Морав _ | 
Vasco  VABCD  VABCD VABCD 





lqABOt ÌÍawWCDBx — акрасу `“ latpABx 
c == ERREUR UM + к Ese p a pa + ы» o + ee IE ad 
Е dt(ABO).h, > dt(CDB).h„ : dt(DAC).h;, > dt(DAB).h, 





Giải 
Để ý thấy khi hạ : OH 1 (ABC) và H e (ABC), ta có : 
oH? OA2 oB? oc? OH? ОА? ОВ? ОС? 


với V là thể tích tứ điện ОАВС 


bài (зуу КУ: E 

= |—| =|—| + | — | +| — 

OH OA OB OC 

=> (dt(ABC))? = (dt(OBC)) + (dt(OAC))? + (dt(OAB)? 
=> S’ = 82 +52 +52 => S”= 52 +52 +52 (đpcm). 
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Bài 255 
Cho tứ diện ABCD. Gọi a; oy; B; Bi; y; Үз là các góc nhị điện (АВ); (CD); (AC); (BD); (AD); (BC). | 
AB.CD ACBD _ ADBC 


Chứng minh rằng : —— = — : 
sin Œ. sin ө | sin p.sin р, 






— Sin у. віп Y 





Giải 


AK : là đường xiên 


Gọi AH, là đường cao tứ diện ABCD và dựng : In K : là hình chiếu 





= AKN; = y, = (ЁС) 


Ta có 2 V = a 8apnc-AH, ec» V = 3 8apnc-AK sin Y1 (1) 


Mặt khác : Sync = „ BC.AK <> АК = 25Anc. ac (2) 


(1) 
Thay (2) vào (D thì: e» V= S Sanc 28 anc se Sin y, 


BC 
<> ЗВС.У = 2S,4nc.Sapsesiny; (3) 
Tương tu, ta tính dugc : 3AD.V = 2S4nap.S4cApSiny (4) 
Lấy (3) x (4) theo vé ta có: 9BC.AD.V? = 45aAnpc-5SApscsiny.SanAp-SacAp.Siny 


BCAD _ 45AAnCADBCABAD-ĐACAD 
sin y sin y, 9v? 
Lập lại một cách tương tu ta có: —ABCD _  ACBD _ 4S4 pcS4ppc Sasan Sacan 
sina sin a, sin p sin B, 9y? 
Vậy : — uD pa ACBD 2 AD.BC (dpcm). 
sin a. Sin a sin B sin ñ; sin y sin y, 


Bài 256 
Cho tứ điện ABCD và M là một diém tuỳ ý trên canh CD (với M khác C và D). 


a/ Chüng minh ràng : Juane, „ MO. 
MABD 










b/ Biết thêm (AMB) là mặt phẳng phán giác (KB). Chứng minh rằng : Sane Š МЕ. 
AABD 








Giải 


. VMABC _ Умлвс Vasco 
аа VMABD — VABCD VMABD 
Để ý đến định lý tỷ số thể tích hình chóp với (œ) = (ABM) 
Умлвс _ МС CD _ Vwapc _ МС 
VMABD » CD MD VwAnp MD 
b/ Từ hệ thức dà chứng minh được ở trên và (ABM) là mặt 
phân giác (АВ) 








(đpcm). 





1 
—MK.SAApC 
MC. Ума .3- эч (vì MH = МК; vi (a) = (ABM)) 
5 ADAB 
MC _ SaAnc 
x "жеек. Es (dpcm). 
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Bài 257 
Cho tứ diện OABC có các cạnh OA = 1; OB = 2; OC = 3 và thể tích V = 1. Chứng minh 
rằng OA; OB; OC đôi một vuông góc. 
Giải 
Gọi AH là đường cao OABC hạ từ đỉnh A. Đặt a = НОС, thi thé tích У của tứ diện là : 

V= = Ôanoc- AH = s 20в0с sina LAN 
> 6V = AH.OB.OCsina < AO.OB.OC  (*) 
Mà V = 1; AO.OB.OC = 1.2.3 = 6. 

Do đó (*) = 1 < 1 





hà ке} Г [а = 4 
AH=AO ” б\н” A9 
Vậy tứ diện OABC có OA; OB; OC đôi một vuông góc nhau (dpcm). 
Bài 258 
Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'BCTD' có các cạnh : AB = a; ВС = b; AA' = c. Tính khoáng 
| cách từ đường tháng AB tới đường thẳng A'C. 





Do dó : 





Giái 
Khoảng cách giữa hai đường tháng AB và AC goi là h chính 
là dó dài doan vuóng góc chung cüa hai canh AB và A'C cüa tü 
điện A.ABC với o = (AB; AT) 
Ta có thể tích V của tứ điện đó là : 
V= lAB.AB.h.sino = LAB.AC.h.^® = LABADh 
6 6 AC 6 


Eve c a b? АЕ CC 


Mặt khác : V = s abc (2) 





So sánh (1) và (2), ta có : | B 
ayb? +c?h =abc < h= L =. (ycbt). 
b? «c? | D A 
Bài 259 


Một khối lăng tru tam giác đều ABC.A'B'C' có AB = a và AA' = h. Tính khoảng cách giữa 
đường thẳng AB' và BC' 





Giải 
Xét thé tích У của tứ điện B BAC.. 
- i S5 l хві, E Уз 2 
У = g Эллвс-АА Е 1: - = т еч. h (1) 


Mặt khác goi l = d[AB', BC'] và ф = (XB BO) , ta сб : 
V= AB: BC'Isino (2) 
Trong đó : 


B'E? + B'A? - AE? 


cosy = 
? 2BEBA 














- 2а? +22 – За? — 2h2-a? 
2(a? + h?) 2(a? + h?) 





2 
Ww ү | 28*-a* |: аа? + 12h” 
[22 + 2h2 2(a2 + h2) 


(1) | 2 2 
Từ đó — V = ids + h? Ja? + n? jasa +12h = 1 sË 3a? + 12h2 (2) 
6 2(a? + h?) 6 2 


So sánh (1) và (2), cho ta: —43a? +12h? = аһ > l= u, SM (ycbt). 


№ 

беч 
№ 
е; 
+ 
— 
ho 
=> 

№ 


Ваі 260 


Cho tam điện Sxyz. Trên Sx lấy hai điểm А уа A', trên Sy lấy hai điểm B và B, trên Sz 
> An : V SA'SB'SC' 
' Chú h . VBABC. _ * 
lấy hai điểm C và C'. Chứng minh rằng Van ^ SASBSC (*) 
Giải 
Dựng CHÍ và C'H' vuông góc với mp(Sx; Sy), ta có : 


















1 , , 1 , , * , 

Vsatrœ = Vc'saw' = a Sas CHỈ = S SA'SB sin#Sỳ.CH 
1 

Уз.лвс = VcsAp = 3 asap. CH 


` SA SB.sinSy.CH 


Với chú ý : 
, , , , , x 
ЗН. 8С. „Авс SA SSSC (e (дрот) 
SH SC С Vanc SASBSC 
O Ghi chú : Độc giả có thể sử dung định lý tỷ số thé tích (*), trong các ky thi Đại hoc mà 
không cán phải chứng minh lai trừ trường hợp dé toán có yêu cầu. 
Bài 261 
Cho tứ điện OABC. Trong tam giác ABC ta lấy một điểm M. Các đường thẳng qua M song | 
song với OA, OB, OC lần lượt cắt các mặt (OBC), (OCA), (OAB) tại A', B', C. 
Chine minh. MA MP МЕГ і 
OA ОВ OC 





Giải 
Để ý thấy tứ điện OABC xem như hợp thành bởi 3 hình 
chóp tam giác M.OBC, M.OCA và M.OAB : 


VoAnc = Ум.овс + Ум.осл + VM.OAB 


c» 1= Умовс , VMOCA , Умов (ту 
VAonc  VnocA VcoAB 


= Sanoc MK 





Xét ty só cue = 
A.OBC 3:8anoc-AH 





-+ VMonc MK _ MA. (2) (vi AMKA' «^ ЛАНО) 
Vionc АН OA 
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Voca МВ 


Hoàn toàn tương tự như vậy ta cũng có : VpocA OB 
Juane MC .. (4 
Усолв ОС 
МА’ МВ’ MC 
Th 2): (3): (4 1 6: Tsa y == (á | 
ay (2); (3); (4) vào (1) ta c WEE e (dpcm) 


Bài 262 
| Chứng minh rằng : mọi mát phẳng di qua đường tháng nối hai trung điểm của hai cạnh đối 
| tủa một tứ diện chia tứ điện thành hai phần thể tích bằng nhau. 
Giải 
Xét tứ điện ABCD và goi M, N lần lượt là trung điểm của hai cạnh đối AB và CD. Một mặt 
phẳng (d) qua MN cát AC ở E và BD ở F. Mặt phẳng (a) này chia tứ diện thành hai phán : 
* Phần I gồm 2 hình chóp D.MENF và A.MED. 
* Phần II gồm 2 hình chóp C.MENF và B.MFC 
Để ý thấy N là trung điểm CD > Vp wewg = Vc MENE 
Do đó ycbt chỉ phải chứng minh : V4 мер = Vp wrc 
Thật vậy xét hai hình chóp A.MED và A.BCD ta có : 
Улмер | AM.AEAD АМ AE 1 AE (1) 
Vancp ABACAD AB AC 2 AC 
Tương tự xét : B.MFC và B.ADC ta có : 
Vywpc _ ВМ.ВЕВС ВМ BF 1 BF 
VyApc BABCBD BA BD 2 BD 
YAMEp _ АЕ BD 
Var AC BF 
* Dóng thói dé dàng chüng minh dugc ráng BC, ME và FN dóng qui tai mót diém I. Áp 
dung dinh lý Ménélaus vào AABC và ADBC cho : 





(2) 





Tü (1) và (2) ta có : (3) 














EA IC MB у [EA IC , [EA IB 
¿EC ІВ MA ` + jEC IB jEC IC 
FB ND Ic. , C ЈЕВ jc , < ЕВ ІВ. 
(FD NC IB ˆ Е” IB FD IC 
EA FB EA FB (4) 


EC FD EA-EC FB.FD 


Thay (4) vào (3) ta có : Улмкһ s= $ G> VAMED = Vn MFC (đpem). 
Vn.MrC 
П Ghi chú : Nếu độc giá ghi nhớ được tính chát này, thi có thể giải quyết được một số bài 
toán phương pháp thể tích khác : khá бс đáo. 
Bài 263 
Cho trước một góc tam diện, tứ điện Oxyz và một điểm M cố định bên trong góc tam diện 
đó. Còn (P) là mặt phẳng lưu động qua M cắt Ox tại A, Oy tại B và Oz tại C. Xác định vị trí 
của (P) để tứ điện OABC có thể tích nhỏ nhất. 
Giải 
Nối dài AM cát BC ở I; BM cát AC ở J và CM cắt AB ở K. 
Qua M vẽ MA, // OA (với А, є OD). 
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MAo ІМ Sawpc 


OÁ TẢ QNI 





Tương tu khi dung các điểm B, và Co: 
МВо _ Samac . MC, 8AmAp 
OB- Бис = ӨС Sine 
MA, МВ, МС, 
ОА OB OC 








=1 








Áp dụng bất đẳng thức Cauchy : 


МА, MB, MC, 
OA ` OB ` OC 






29 $3 











€» OA.OB.OC > 27MA,.MB,. MC, 


c» Voanpc 2 27 VMAsBgCo = hàng só (1) 
Do đó Voanc nhỏ nhất khi và chỉ khi đẳng thức trong (1) xảy ra, 











Мл, MB, MC [OA OMA 
OA "OB ^ ОС "3 M auo a, 
ОС — ЗМС, 


Vậy với M cho sån thi Ao; Bo; Со xem như hoàn toàn được xác định trong không gian và do 
đó (P) = (ABC) xem như đã được xác định (ycbt). 


Bài 264 





SD theo thứ tự A', B', C', D'. Chứng minh hệ thức : SA , SC SB , SD. 
SA - SC'. SB^ "SB: 








Giải 
Gọi V là thể tích hinh chóp S.ABCD. Ta để ý thấy : 
dt(ABD) = dt(CBD) = dt(ABC) = dt(DBC) 


X VA V 
Vì thế nên : VsABD = Vscpp = VsABC = Vspnc = P 


Áp dung bó dé vé ty só thé tích hai ti dién, ta có : 


YsApp _ 2Vsapp _ SA'SB'SD' (1) 








VsABD у SASBSD 
Vac - 2 Van = SC'SB'SD' (2) 
Vscpp V SC.SB.SD 
Р 2Vsawcp _ SB'SD'ÍSA' 5С” 
Công (và (2 : SA'B'C'D' L3 (3 
óng (1) và (2) — VY .  SASC|SA SC) l 
9 D r) 
Tương tự : 2Vsayc — H 5С ЗВ s S 
V  SASC|SB SC) 


So sánh hai két quà trén ta dugc 





.SB'SD'SA' SC' SA'SC m. зр) 
"SBSD|SA SC) SASC|SB SD 
SASC/SA' 5С") SBSD(SB' .SD^). 
ЗАС SA SC) SBSD'SB SD) 


205: 80:1, 8D, SB; . Đó là hé thức phải chứng minh. 
SC SA' SD "SB 
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Cho hinh chóp S.ABCD có đáy là một hinh binh hành. Một mặt phẳng (P) cắt SA, SB, SC, 





Bài 265 

Đáy hình chóp S.ABC là AABC đều cạnh a. Hai mặt bên SAB và SAC vuông góc với đáy, 
mặt bên SBC tạo với đáy góc a. 
а/ Tính khoáng cách từ А đến mp(SBC). 

2 Y 
b/ Chứng minh điện tích xung quanh hinh chóp bằng : ANS anf + Ze RA 
cosa 2 12 2-12.) 

c Cát hình chóp bằng một mặt phẳng song song với đáy và đi qua trung điểm đường cao 
hình chóp. Tìm thể tích hình chóp cụt tạo thành. 


Giải 
Ta có : (SAB) và (SAC) 1 (ABC) theo giao tuyến SA = SA 1 (ABC) 
Kẻ SI L BC thi I là trung điểm BC và AI 1 BC = А =a S 


а/ Do BC 1 (SAI) = (SBC) L (SAI) 
Trong mp(SAIT), kẻ AK L SI =» AK 1 (SBC) 
=> AK - d[A; (SBC)] 


Trong tam giác vuông KAI — AK - Alsina = E sina. 
b/ Dé thấy ASAB = ASAC 
S,, = 2dt (ASAB) + dt (ASBC) = SA.AB + ; BC.SI 








Tam giác vuông SAI — SA = Altana = 293 tga | SIS 
a?43 5 1 
= бы = 2o, ; Pina +2) (1) 
Biến đổi : sina + t = sina + sin Č = 2sin( — + © ) cos( < — ôn 
2 6 12 2 2 12 





2 
Thay vào (1) được = S,, = as sinC . 13 0985 - m. (dpcm). 


c Gọi D là trung điểm SA thi mặt phẳng qua D song song với đáy, cát các canh SB; SC tai 
trung điểm E; F của chúng. 

Ta сб: эрек _ SDSESF 1 
Vsanc SASBSG 8 





1 
= Vener = — VsAnc 
Mà: Узлвс = 2 dtAABC.SA = 2 ачапа 


1 7 T +à Ж 
Vehóp cụt = VsABC — Vgpgg = VsaBC — 8 УЗАВС T: VsaBC = P" a”tanơ (ycbt). 


Bài 266 





Dáy hinh chóp S.ABCD là hình chữ nhật, có AB = a; AD = b; SA 1 ABCD và SA = 9a. Lấy 
M e SA với AM = x (0 < x < 2a). 


a/ Tìm diện tích thiết điện mà MBC cắt hình chóp. 
b/ Xác định x để mp(MBC) chia hình chóp ra thành hai phần có thể tích bằng nhau. 
Giải 


a/ Độc giả tự giải > MN L MB nên thiết điện là hinh thang vuông tai M và B 






177 





Diện tích thiết diện : S = dt (MNCB) = „(ВС +MN).BM (1) 


— x) 


SM MN 2a-x MN 
Do MN // AD BITE ue 


Tam giác vuông BAM cho : ВМ? = МА? + ВА? = x? + а? 


Thay vào (1) cho: S - —==. +а?. 


b/ Goi: У = Млвср => Узлвс. > V 











Tương tự : Vs мхсв = Мѕ мвс + Vs мкс (2) 
Từ SA là đường сао hinh chóp S.ABCD 
Vs Mpe |. SM.SB.SC |. SM - 2-3 

















= = — = = {> 0 (О<х < 2 
^ Vsanc SASBSC SA 2a a касы 
SM 1 
V = 9M 
—^ VS.MBC $А `2 
Узмхс SMSNSC _ (аит CV ы mi ly 3 
Vaaco ЗАСА (БА SE. HA S (3) 
1 ем 2 SM! 1 
ay (3) vào (2) — S.MNC 2 КБА w 2 (gt) 
= SM 1 t?+t-1>0 (239-71 4. võ +1 
“к^ e 2 2 
\ 5А 5А t>0 t50 











<> x = (3 — J5 ) a (thỏa mãn 0 < x < 2a) (ycbt). 
Bài 267 
Đáy hinh chóp S.ABCD là hình chữ nhật, cạnh bên SA 1 (ABCD). Một mặt phẳng qua A 
vuông góc SC, cắt SB, SC, CD tại В; С'; D. 
a/ Chứng minh tứ giác AB'C'D' có hai góc đối diện là góc vuông. 
b/ Điểm S lưu trên Ax 1 (ABCD). Chứng minh mp(ABŒ'TD) luôn luôn di qua một đường thẳng 
cố định và bảy điểm A; B; B; C; C; D; D' cùng thuộc một mặt cầu có dinh. 
c/ Gọi а < 1v là góc tạo bởi SC và mp (SAB). Cho ABCD là hình vuông, hãy tính tỉ số thé 
tích giữa hai hình chóp SAB'C'D' và SABCD. 









Giải 
a/ Đường thẳng chứa AB là hình chiếu của SB trên 
đáy ABCD mà AB L BC (gt) 
= SB 1 BC theo định lý ba đường vuông góc. 
= ВС L тр (SAB) > AB' ВС L AB (1) 
Do SC L mp (AB'C'D') > SC L AB' (2) 
Từ (1) và (2) = AB' 1 mp (SBC) 


= AB EBC = АВС - 


Tương tu : АБ UL 


Vậy tứ giác ABCD có hai góc đối vuông (đpem). 
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bí Trong mp(ABCD) dung từ A : đường thẳng d 1 AC 

> d có dinh 

Theo cách dung = d L (SAC) > SC > d c (ABC'D) 

Vậy mp(AB'C'D') luôn luôn đi qua đường tháng d có định trong mp (ABCD). 

Để ý : JAB' 1 (SBC) => AB' L B'C 

АР’ 1 (SCD) > AD' 1 D'C 

Và AC' L SC (cách đựng) 

— 7 điểm A; В; В; C; С; D; D' nằm trên mặt cầu đường kính AC cố dinh (dpcm). 
ç Vi BC 1. mp(SAB) nén SB là hình chiếu của SC trên mp (SAB) 

=> BSC là góc tao bởi SC và mp(SAB) : ESC = a 

Vi ABCD là hình vuông nên mp(SAC) là mặt phẳng đối xứng của hinh chóp SABCD, suy ra: 


1 1 
VsAp€' = УзАр'С' = 2 SABCD ; VsapBc = Vsapc = С VsABCD 


Do đó : -ŸSAgcb —Vsagc _ SB'SC'  SB'SB SC'SC SA? SA? 


Vsancb — Vsanc SB SC SB? SC? БВ? 5С? 
Goi canh hinh vuóng là a, tam giác vuóng SBC cho : 
BC a 


sina sina 


Áp dung dinh lý Pitago vào tam giác vuông SAC cho : 


SB = BCcota = acota; SC = 











SA? = 8С? — AC? = —2- : a” in? a” 
= — = REY — 2a = AEn — 2sin a) — 2 .cos2a 
sin Q sin Q sin Q 





2 
Thay vào (*) được : Уѕлвст _ t (ycbt). 
SABCD  coS“œŒ 


II. GIẢI TOÁN THI 
Bài 268 (ĐẠI HỌC MIỄN BẮC - 1970) 


Trên các cạnh AB, BC và CA của một tam giác ABC, người ta chọn lần lượt các điểm M, 
N, P thỏa mãn điều kiện vn = Ne = vA = k (với k là một số dương đã cho trước). 
a Нау tính diện tích của tam giác MNP theo k và S (với S là điện tích của tam giác ABC). 
bí Tam giác ABC là cố định. Hãy chọn số k sao cho tam giác MNP có diện tích nhỏ nhất. 
Giải 
Gọi Sı, S; và S theo thứ tự là điện tích các tam giác BMN, CNP, và AMP. 
Khi nối A với N, ta có : 
Sagn BN BA BN 


CR LE Л 
BN k M 


S = —.S = — S 
AM CUBO ABO Lu 






. BN BN k 2j 
Vì ——=k=————=——=_—— 
NC BN+NC k+1 C B N C 





MA 
Mặt khác — = k = ————— = = 
j MB 
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MB 1 k 
S, = — S = — 8 -—— — 8. 
17 AB  AABN 71511 MBN 7 5, 1)? 


Để ý thấy Sı, S; và S4 có vai trò ngang nhau nén 

> Sı = S = 3 = ———8S. 

Б ` гаса) 

Vậy điện tích ọ(k) của tam giác MNP bằng : 
3k 


k) = S (S; + 5: + 53) = 5 – 
Ф( 1 + 52 + S3 dk + 1)? 





= Ф(Ҝ) = 1 = Es (1)  (ycbt). 


_ &k+1? 
ЬЫ Đặt : К) = 1 - tX M 
(k +1)? 
„тоз ЕЕЕ D ZO z k=0 
(k + 1)“ (k - 1) 
1 
1)z — 
= 1) 4 


Та сб bảng biến thiên : 
Từ đó = min f(k) = 
k>0 





= a | 


1 k) = —S khi k = 1 (ycbt). 
= min ФК) 4 i (ycbt) 


Bài 269 (DAI HOC KHÓI B MIÉN BÁC - 1971) 

Cho một hinh chóp tứ giác đều S.ABCD, trong đó ABCD là một hình vuông có canh bằng a 

và SA = SB = SC = SD = a. 

a/ Tính đường cao và thé tích của hình chóp theo a. 

b/ Gọi M, N, P theo thứ tự là trung điểm của các cạnh đáy AB, AD và cạnh bên SC. Mặt 

phẳng (MNP) cắt các cạnh bên SB và SD theo thứ tự ở Q và R. So sánh các đoạn thẳng QB 

và RD với SB ? 

c/ Chứng minh rằng mặt phẳng MNP chia hình chóp đã cho thành hai phán tương đương (có 

thể tích bằng nhau). 

Kết quả đó còn đúng nữa không khi : SA = SB = SC = SD = a. 
Giải 

a/ Do SABCD là hinh chóp tứ giác đều nên chân 

đường cao H của hình chóp hạ từ S xuống đáy 

ABCD là giao điểm của hai đường chéo hình 

vuông ABCD 

Trong hình vuông ABCD 


— aa SUD Е 
2 2 


Trong tam giác vuóng SHA 
= SH = VSA? - АН? 
180 










2 2 


= SH = |52) _a42 


Vậy thể tích V hinh chóp từ giác đều SABCD là : 


= i 


V= — s Sason SH = (ycbt). 


b/ MN cát A và CD theo di tu ; E và » 
Xét 3 tam giác vuóng cán báng nhau ABME - AAMN - ADNF 


(tương ứng: BM = AM = AN = DN > BME = KMN = KNM = DNF ở vi trí đối dinh) 


5 DE ЕЁ AM ж ABA 
2 2 


Xét Q = PE ^ SB và R = PF ^ SD 
Trong mặt phẳng (SCB) vẽ PT song song với CB. 


= APTQ = AEBQ (ВЕ = PT = 2 GPT - GEB và PTQ = GBE (ở vi trí so le trong) 
1 1 a 
В = = -ВТ =—SB = — bt 
29 QT 2 1 4 ỨC ) 


Chứng minh tương tu ta có : RD = 48D = ŽSB = : (ycbt) 
=> QB = RD (ycbt). 
c Bàt SH = h thì thể tích của hinh chóp S.ABCD là : У = Zath (1) 


Mặt phẳng (MNP) chia hinh chóp thành hai phán. Gọi V, là thé tích của phán chứa đỉnh S 
và V; là thể tích của phần kë với đáy ABCD. Khi đó ta сб: 


Via de A 
V» = Vpcgr - (Vq MBE + Vn prx) 


Vi P là trung điểm của SC; QB - RD = = 5В 





d[P; (ABCD)| = — 


d[Q; (ABCD)] = 24IP; (АВСр) = 2 





1 ues wu 
M Vp CEF = 3 CEF- 2 = 23 $m = 
2 
-A (сортов нире СО Se Be z 9a h 
3.4 24 a.s - 16 


1 
€ Vq BME + VR pEN = 3 SBME: + >4 3 рем: = 
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= 3a?h а?һ ~s 8a?h 


V, = Zath 


a 


16 - 316 316 6 
V, кож =. чис s 
3 6 6 








= V, = V3 


Để ý suốt trong quá trinh chúng minh V, = V; ở trên ta đã không sử dung giả thiết đường 


cao SH = A ; đồng thời, các đoạn BE và DF cũng không phụ thuộc h. 


Vậy kết quả vẫn đúng trong trường hợp : SA = SB = SC = SD = a (đpem). 
Bài 270 (ĐẠI HỌC KHỐI A MIỄN BẮC - 1971) 
Người ta muốn tìm một điểm G trong mặt phẳng của một tam giác ABC sao cho mọi 


đường thẳng đi qua G và nằm trong mặt phẳng ABC đều chia tam giác ABC ra hai phần có 
điện tích bằng nhau. 





Giải 

Giả sử tồn tại một điểm G trong mặt phẳng của (ABC) sao cho mọi đường thẳng đi qua G 
nằm trong mặt phẳng (ABC) đều chia AABC ra hai phần có diện tích bằng nhau. 

Ta liệt kê 3 khả năng sau để giải toán. 
O TH, : Điểm G có tính chất trên không thể là một trong ba đỉnh của AABC và các điểm nằm 
ngoài AABC, vì từ G ta kẻ đường thẳng song song với một trong ba cạnh thì đường thẳng đó 
không có hơn một điểm chung với AABC. | 
O TH; : Điểm G trên cạnh; chẳng han BC và G # B và C của AABC. Nói G với A. Do tính 
chát của điểm G ta có AG chia đôi diện tích AABC nén AG phải là đường trung tuyén cüa tam 
giác ABC; thật vậy : 


Nếu : SAABG Е zh BG - S4AGC = 2hzGC = BG = GC. 


Lấy K là trung điểm của AB, nói G với К = GK là trung tuyến của AGAB. 





1 N F. 
=> Sanck = SAGKA = 2 Злалв, điều này mâu thuẫn với tính chất của điểm С và KG không 


chia đôi điện tích AABC. 
'= Điểm G không thể nằm trên ba cạnh của tam giác ABC. 
О TH; : Điểm С nằm trong AABC. Nối G với A, G với B (kéo đài). 
AG ^ BC = K, 
= ¬ AC = K, | 
Do tính chất của điểm G nên theo TH; AK, và BK; là hai đường trung tuyến của tam giác x 


ABC, do đó С là trong tâm của tam giác ABC. Từ С kẻ đường song song với BC cắt AB tai M ` 
và AC tại N. | 
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1 
Ta có : S(AMN) = GU EN = MN.h; (һа đường cao của tam giác AMN, h> là đường cao 


của hinh thang MBCN) và 
1 1 3 5 
S(MBCN) = 5 24% + BC).h; = 3 MN + ена = Fi MN.h; 


Thành thử S(MBCN) » S(AMN). Điều này máu thuẫn với tính chát của điểm G. Do đó 
điểm G không nằm trong tam giác ABC. 


Vậy không tón tại điểm G có tính chát nói trên (ycbt). 
Bài 271 (ĐẠI HỌC KHỐI A - 1972 - MIỄN BẮC) 
Cho một khối tứ điện đều ABCD có các cạnh bằng a. Người ta lấy các trung điểm(điểm 
giữa) A của canh AB, B' của các canh AC, C' của cạnh CD, D' của canh BD. 
a/ Chứng minh rằng A'B'C'D' là hình vuông. 
b/ Tính thé tích của khối DAA'B'C'D' theo а. Nếu thay đổi đầu bài bằng cách lấy các điểm А" 


B, C, D theo thứ tự trên các đoạn AB, AC, CD, BD sao cho AA' = AB = DC' = DD' = = 
n 


(n là một số thực đương cho sẵn > ; ) thì thé tích của khói DAA'B'C'D' sẽ bằng bao nhiêu ? 


Giải 

А * `... a 
a Ta có: A'B'/ BC và A'B'= — BC = — 
2 2 

> ORTU a 
DC/BC và ОС = —BC = — 

2 2 

BC/AD và ВС = lap= 8 

2 2 

се. оер а 
AD'//AD và Ар’ = АР = = 

9 sta 


Do đó A'B'CD' là hinh thoi; mà (A'B'; AD) 
——— ——— + 
= (BC; AD) = 90” (vì các cạnh đối diện của tứ 
điện đều thì vuông góc nhau) 

Vậy thiết diện A'B'C'D' là một hình vuông (ycbt). 
Ы Dé ý A, В, C' và D' lån lượt là trung điểm của AB, AC, CD và BD nên thiết diện A'B'C'D' 
chia khối tứ diện ABCD thành hai phần tương đương trong đó 1 phán là khối đa diện 
DAA'B'C'D', (có thé tích bằng nhau). 





Gọi V là thể tích của khối tứ điện ABCD thì thể tích của khối DAA'B'C'D' bằng > trong 
dó: V = > dưABCD).AH (AH chiều cao của tứ diện) 


aJ3 a?43 


dt(ABDC) = 2всрм - 14.839 _ 
2 дра. 4 





(М là trung điểm BC) 
Ta có : 


AH = AD? - DH? = 
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Vậy thể tích Vo khối đa điện DAA'B'C'D' là: 


V aŸV3 
Vo — 2 — 24 (ycbt ). 





Khi АА’ = AB' = DC' = рр’ = = 
BA АЙ, OG ĐC" 
AB. АС Ли. DB od 
thì (ABC) chia tứ điện ABCD ra làm 2 phán, mà 1 phán là khối da diện DAA'B'CD'. 


Dé ý goi N є AD sao cho Ах = Е thi (AB' N) // (D'C D). 


n 
Dung AH là đường сао tứ diện ABCD thi AH ^ (AB'CD)-H' 
AIF: 1 
ime 
Lúc đó : khối da điện DAA'B'C'D' vé mặt thể tích ta được: 
thể tích Vo của nó bằng tổng thể tích của thể tích hình chóp 
A.A B'N và thể tích lăng trụ D'CD.A'B'N. 


3 

VAABN _ =) 
V 2 

Trong đó : no В : 
dt(AA'B'N) - 1 J (9) 


=> AH' là đường cao tứ diện AA'B'N và 









(1) B 








dt(ABCD) (9n А 
Dy ay OE cc а? 2 42a? 
AABN on S= «RD 8o 12 96n5 


(2) 1 2 
аф У, = Ууср АВ - 63 Jdt(ABCD).H'H 





_ 1 a*43[a/6 1 a/6) 3J/2(2n 1a? 
> án 4 | 3 5° 3 96n? 
3 — 
Vậy : V. = V, + V, = = [1 + 3(2n - 1) - RC Ác LỆ (ycbt). 
96n 48n 


Bài 272 (DAI HOC Y - NHA - DƯỢC - 1977) 










Trong mặt phẳng (P), xét một đường tròn (C) đường kính AB = 2R và một dây cung MN 
vuông góc với AB tại H. Đặt HAM - a với Ö «a < d Ax là đường thẳng vuông góc với (P) 


tại A. Trên Ax lấy một điểm S sao cho AS = R. 
a/ Tính thể tích của hình chóp S.AMBN theo R và ơ. 
b/ Xác định a để thể tích hình chóp S.BMN bàng 3 lần thể tích hình chóp S.AMN. 
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Giải 
a/ Thể tích V của hình chóp S.AMBN là : 
V = 5 dUAMBN) x SA (1) 
Trong đó : dt(AMBN) = dt(ABN) + dt(ABM) 
=> dt(AMBN) = 2dt(ABM) 
(vi M,N đối xứng qua AB) 


> dt(AMBN) = 2 x > АВ х МН 


=> dt(AMBN) = 2R x AM sina 

> dt(AMBN) = 2R x AB cosơ.sinơ 

=> dt(AMBN) = 2R2 (2sina cosa) = 2R?sin2a 
3 








У = : x 9R”sin2œ x R = с sin2a (ycbt). 


b/ Xét : VS.BMN) - = аивмм) х SA = QS MN х ВН х SA 


= V(SAMN) = i du AMN) x SA = 3*5 MN x AHxSA 


= V(SBMN) = 3V(SAMN) < ВН = ЗАН 


R 
PEAS DRENT UBER a 2 
8.29 а ЗЕ 

2 





Mà АМ = AB cosa = AH € sui io = so 
Cosa AB 


bowel dicc Rode губы 
2 “+ 2 3 


Bài 273 (ĐẠI HỌC BÁCH KHOA - TỔNG HỢP - KHỐI A - 1977) 
Cho một hình chóp tứ giác đều S.ABCD (S là đỉnh). Cắt hình chóp ấy bằng một mặt 
phẳng không song song với mặt đáy. Mặt phẳng này cắt các cạnh bên SA, SB, SC, CD lần lượt 
tại các điểm M, N, P, Q; MP và NQ cắt nhau tại L. Đặt SM = a, SN = b, SP = c, SQ = d, SL = 1, 
КН =a (SH là đường cao của hình chóp S.ABCD). 
l/ Tính diện tích tam giác SMP theo a, c, a. 

1 
Peng minh hệ thủ © = 200287 

ё c l 
Pp— 


— + —, 
b d 




















.3/ Chứng minh hệ thức : ` + 1 = 
a с 





Giải 
l/ Do hình chóp SABC đều, nên đáy ABCD là một hình vuông và đường cao SH là trục của 
đường tròn ngoại tiếp hình vuông ABCD. Do đó H là tâm của hình vuông ABCD. 
Mặt khác: SH = (SBD) ^ (SAC). 
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=> QN с MP = L e SH. 
= dt(ASMP) = 2 SM.SP.sin MSP 





= 2 SM.SP.sin2a = Z асвіпда = acsina.cosa (ycbt). 


1 
2/ Xét hệ thức: —+—= ^ 
&-c 





(1) 


l 
(l a+c  2cosa a+c 92cosœsinơ 
< e = —— ЖИ 
ac l ac lsina 











<> alsina + clsina = 2acsinacosa = acsin2a 
alsine » c/sinœ = acsin2a 
2 2 2 
€» dt(ASML) + dt(ASLP) = dt(ASMP) (2) : (luôn đúng) 
1 1 2cosœ 


=> —+—=—— (đpcm). 
CERA é i 








O Ghi chú : Độc giả có thể dùng phương pháp diện tích. 

3/ Lý luận như câu 2/ với các tam giác SQL, SLN và SQN, ta được : 
1 ` 1 2cosơ 
b d l 





(3) 


Tù (2) và (3) suy ra : = + z = = + = (dpcm). 
BR Di И 
Bài 274 (DAI HOC BÁCH KHOA - 1987) 

Cho một hinh sáu cạnh lôi ABCDEF với các đỉnh nằm trên đường tròn có định tám O bán 
kính R, ngoài ra АВ = CD = EF; ВС = DE = FA. Đặt AB = a, BC = b, АОВ = 2a, БОС = 2f. | 
1/ Tim hệ thức liên hệ giữa a, b, a, B, từ đó suy ra rằng : 

аЗ ыар ® bJ3 
a+9b ` b+2a | 
2/ Tính diện tích S của hình trên theo R và a. Cho biết giá trị lớn nhất có thể có của S và ý 


3R? V6 
A: 








tana = 


nghĩa hinh hoc. Với giá trị nào của a thì S = 


3/ Tính chu vi P của hình trên theo R và a. Cho biết giá trị lớn nhất có thể có của P và f| 
nghĩa hình học. | 
4/ Tim hé thức giữa a, b và dựa trên hệ thức này tìm lại kết quả ở câu 3/. 


Giải 
1/ Để ý : 320 + 28) = 2m Sa +B = 2 (1) 
2^ Rsin œ 
Ta có : => bsinơ = asinf) 
° = Rsin ñ 
2 
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«€» bsina = asin Z -а) do (1) 


: 3 L3 
© bsina = a| — cosa — —sin а 
2 2 





© (2b + a)sinơ = a 43 cosa (ycbt) — tana = — (dpcm). 
2b+a 
Hoàn toàn tương tự ta tính được : (ап = A . (dpem) 
a+ 


2/ Ta có : S = 3(SaAos + Ѕлвос) = 32 R? sin 2a + ZR? sin 20] 


2 
= S= 25 (sin 2œ + sin 20) = 3R”sin(œ + J)cos(œ - f) 


= s -3R2. Y3 co эв - 2] < 3/3 pe (2) 
2 3 2 
a 
а = — 
Dấu đẳng thức trong (2) хау ra <> cod 2а — z) = 1 < 6 
л 
= 6 


3/3 


Vậy : Snax = Tạ. R? , tương ứng a = Í) = 2 (ycbt). 


Vậy trong các hinh 6 cạnh nội tiếp trong đường tròn trên thi hinh có điện tích lớn nhất là 
hình lục giác đều. 





Tổng quát xét: S = 





ET "E Ric os(2a.- z). 3R? /6 


4 


< e ~ z) = * <> соз 2a — z) = cos Č 
3 2 3 


4 
2œ = 24 => 2B = — 
12 n 
< Ф а= В = — T (усы). 
2œ = 2В = — 9 
155 
j Р=3(а + b) = 3(2Rsinơ + MM = 6R(sinơ + ѕіп[) 
= Р = 6R.2sin Ë cos СР = GR cod а -&) <6R (3) 


Dấu đẳng thức trong (3) xảy ra — eod a 2. х. lv. : 
T 
Vậy Pmax = OR < a = В = 6 


Vậy trong các hinh luc giác nội tiếp trong đường tròn trên thì hinh luc giác đều là hinh có 
chu vi lớn nhất (ycbt). 
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4/ Lại có : AC? = OA? + OC? – 2OA.OC.cos KOC 
= АС? = 2R? - 2R?cos == = 3R? 
Mặt khác: AC? = BA? + BC? - 2BA.BCcos АВС 
= P = a? + b? — 2abcos[n - (a + B)] = a? + b? + ab. 
= а? + b? + ab = 3R? 
Lai để ý đến : P = 3(a + b) nên muốn tim giá trị lớn nhất của P chỉ cán tim giá trị lớn 
nhất của (a + b)Ÿ; Va, b > 0. 


Ta có : a? + b? + ab = (a + b - ab = (a + b)? — + [(a + b) — (a -b)! 
ix 3 к 2 2 
=> a“ + b°“ + ab = (a+b) + =b) = 3R 


<> Ta + b = 3R2 - а - by < 3R2 


= (a + b)? < 4R2 (4) (ycbt). 

Dấu đẳng thức trong (4) xảy ra €» a - b = 0 hay a = b. 

Vậy max(a + b) = 2R <> maxP = 6R tương ứng a = b. 

Do đó ta thấy lại kết quả ở câu c) (ycbt). 
Bài 275 (ĐẠI HOC NÓNG LÂM - 1994) 
Cho một điểm M cố định bên trong góc tam diện vuông Oxyz. Một mp(P) qua M cắt các 
cạnh của tam diện Ox; Oy; Oz, theo thứ tự tai A; B; C. Khoảng cách từ M tới các mặt Oyz; 
Oxz; Oxy theo thứ tự là a; b; c. 
a/ Chứng minh AABC không phải là tam giác vuông. 
b/ Tính OA;OB; OC theo a; b; c để thể tích tứ điện OABC nhỏ nhất. 
c/ Tính OA; OB; OC theo a; b; c để tổng OA + OB + OC nhỏ nhất. 

Giải 

a/ Sử dụng phép chứng minh phản chứng. 

Giả sử AABC vuông tai A — BA L CA (1) 

Mà CO L mp(BAO) => CO 1 BA (2) 

Từ (1) và (2) > BA 1 mp (CAO) (3) 

Mà BO 1 mp(CAO) (4) 

Từ (3) và (4) cho thấy : qua B có hai đường tháng 
phân biệt cùng vuông góc với mp(CAO) tai O (vô lí). 

Vậy điều giả sử AABC vuông tại A là sai (đpem). 

Với các góc khác cũng chứng minh tương tự. 

Nghĩa là AABC không phải là tam giác vuông (dpcm). 


b/ VoABC = 5 AO.dt (ABOC) = 5 АО. 5 BO.CO - S ^0.B0.CO 











Уолвс = VMsAo + Умсло + Ум вос 


1 
e 5 OA.OB.OC = E c.dtA(BAO) + P b.dtA(CAO) + — a.dtA(BOC) 
3 
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e S OA.BO.CO = = с-АО.ВО + = bAO.CO * Z a.BO.CO 


с b a 
l=—+—+—— 5 
I GN HO. AB = 
: 1 1 1 
Để ý rằng : Уолвс = — AO.BO.CO = — abc, ———————— 
6 "E No 
OA OB OC 
Áp dụng ВРТ Cauchy cho ba số đương và sử dụng (5); ta có : 
a b с : 
а b c л |OA OB OC 
OA OB OC 3 
= Voanc ale : = =abe—— = Thủy (6) 
6 š b : 6 nd 
PY ый c ds =. 27 
OA OB OC 
3 
Dấu bát dáng thức trong (6) xảy ra khi và chỉ khi : 
b xước м AO = 3a 
a с 
— = — = — = — e {BO = ЗЬ 
A 
D 80-6 3 CO = 3с 
T Š OA = 3a 
Do đó => minV = zae ; tương ứng : 4OB = 3b (ycbt). 
OC = 3c 


ç Theo ВРТ Bunhiacovsky ta сб: 
2 
2 a b c 
(Va +b + Ус) Ë а ох + [=o + [5569 


ол + OB + 00) = Ол + OB + 0С 





2 a b c 
b < — n. —sT—sOy— v o 9 ——--—_--. 

29 (Va + Jb + xe) qas 
Do đó : min(OA + OB + ОС) = ( Va + Jb + Jc)? хау ra khi và chi khi : 


JOA  J4BO JCO 
_„ Ya b de Ҹа +/+ vatVbtýVc - 1 
A B OC AO+BO+CO (|. у г? wa 39 ч 


CO - Jela + Jb + Ac) 
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Bài 276 (ĐẠI HỌC Y DƯỢC TP.HCM - PB - 1996) 
Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD là hình chữ nhật với AB = a, AD = b. Cạnh AS = 2a 
của hình chóp vuông góc với đáy. Gọi M là điểm trên cạnh AS, với AM = x; (0 < x < 9a). 

1/ Mặt phẳng (MBC) cắt hinh chóp theo thiết diện gì ? Tính diện tích thiết diện ấy. 

2/ Xác dinh x dé mặt phẳng (MBC) chia hình chóp ra hai phán với thé tích bằng nhau. 


Giải 






1/ Gọi : N = (МВС) ^ (SD) 

MN = (SAD)^ (МВС) 
>= ied BC 
=> MN//AD// BC 
=> ММСВ là hinh thang. 
Mặt khác, ta có : AD 1 (SAB) 
=> AD 1 BM 
-» MN 1 BM; BC 1 BM; 


BMN = СВМ - = 


Vậy mặt phẳng (MBC) cắt hình chóp theo thiết điện là hình thang MNCB vuông tại M và. 


B. (ycbt) 
BM = JAM? + AB? = va? + x? 
Tae: MN SM _ yy SMAD _ (2a - x)b 
AD SA _S§A 2a 


> Sunon = 2 5 BM(MN + BO) = 2 Va? +x d E +b) 


2a 
NER 
= _ ya^ * X (da xb. 


-— REO s ycbt). 


2/ Trong mặt phẳng (SAB), ta dựng : SO 1 BM 
Suy ra : SO 1 (MNCB) tại O. 


SO _ SM 
Ta có : ASOM v ABAM > 
ac BM 
_ go - AB.SM 24 so = 22а – x) 
BM a? + x? 


Khi đó, thé tích hinh chóp S.MNBC là : 


Loos  .1 8Qa-» Ма? + х? Уа“ + х? (4а - x)b 


S.MNCH — 3 ` MNCB q: 32 x ÓÜ 4a 
V . b(2a - x)(4a - x) 
= SMNCB —ˆ 19 
9.2 
Thé tích hinh chóp S.ABCD 1а: V L ÑA с +25525: 





S.ABCD 3 z ` ° ABCD 3 
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Xét: V zig 


5.MNCB 2 S.ABCD 

5 b(2a-x)4a-x)  2a?b 
12 6 

© (4a - x)(2a - x) = 4a? ; (0 < x < 2a) 





; (0 € x « 2a) 


c x? - бах + 4a? = 0 : (0 < x < 2a) (có : A' = Ба? > 0) 


x, = За - ау5 : thỏa 0 < x < 2a 
Xə = За + aJ 5 : không thỏa 0 < x < 2a 






Vậy với : x = a(3 - /5 ) thì ycbt được thỏa. 
Bài 277 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHỐI A - 1997) 


Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh bằng a, cạnh SA 1 (ABCD) và có 
độ dài SA = a. Một mặt phẳng đi qua CD cắt các cạnh SA, SB lần lượt ở M, N. Đặt AM = x. 
lí Tứ giác MNCD là hình gì ? Tính điện tích tứ giác MNCD theo a, x. 








2 Xác dinh giá trị của x để thể tích của hinh chóp S.MNCD bằng К lần thể tích hình chóp 





S.ABCD. 










Huóng dán 
Tương tự, khi xem Dé DAI HOC Y DƯỢC - PB - 1996. 
Độc giả có thể thay B bằng D; AD = a; SA = a sẽ dë dàng có 
được : 


V MNCD là hình thang vuông tai M; D (ycbt). 
SMNCD = ja -x wa? + х? (усы). 


2 
U Xét: Увмуср = 9 VsABCD 


e x = За (ycbt). 


Bài 278 (DAI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHỐI A — 1997) 

Trên các cạnh của góc tam diện vuông Oxyz lấy các điểm: А є Ох và ОА = a >0: В є Oy và 
0B = b > 0; C e Oz và OC = c > 0. Кё OH 1 mp (ABC). 
a Chứng minh AABC có các góc đều nhọn và H là trực tâm AABC. 
bí Chứng minh : (dt AABO) = (dt ABAO) + (dt ACAO)? + (dt ABOC)? 
0 Gọi М; N; P theo thứ tự là trung điểm AB; BC; CA. Chứng minh bốn mặt của tứ điện 
POMN là các tam giác bằng nhau. Tính thé tích của nó theo a; b; c. 
q Cho A; B; C chạy trên các cạnh của góc tam diện nhưng vẫn thỏa mãn điều kiện : a? + b? 
+c = К (k > 0 cho trước). Khi nào thì AABC có diện tích lớn nhất ? Chứng minh rằng khi đó 
thì doan OH cũng dài nhất. 

Giải 

4 Tương tự dé ĐH NÓNG LÂM - KHỐI A - 1994. (đpem) 
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dt(ABAO) = Zab — (dtABAO? - таз? (1) 


b/ 4‡dt(ACAO) = а = (dtACAO}) = cate! (2) 
dt(ABOC) = jab — (dtABOC)? = «bie! (3) 


Cộng (1) + (2) + (3) theo vé ta có : 
(dtABAO)2 + (dtACAO?? + (dtABOC)? - ta bể + a?c? + b?c?) (4) 


Mặt khác : dt(AABC) = 2 ВСА 


= (dtAABC)? = 4 BC. AP = nu + САО? + OP) 


Trong tam giác vuông BOC cho : 


q-— OY изи ыра scu s 
o? OB? oc? p? гс? p.c 


1 (a>p? +a?c+bfc) (5) 


4 


2 2 
Do đó : (dtAABC) = LEVA c?)| a? A : 2 
4 b“ +c 


So sánh (4) và (5) — (dpcm). 
c/ Tam giác vuóng BOA cho : MO - AB = PN 


A 
NO - 1Bc = PM ° 

Tương tự : a = (dpcm). 
PO = ә АС = ММ O 





Ta сб: AMNP œ AABC > dtAMNP = 4 dtAABC 
Tứ điện OMNP và tứ diện OABC có cùng đường cao OH nên : 
ME ; OHdt AMNP - ZOH. n dtAABC = 4 Vosso 


e 5 Ода ABOC - ša. ; BO.CO - 2 abc 


1 
=> Момхр СУ abc (yebt). 


d/ Theo ВӘТ Bunhiacovky : a?b? + b?c? + c?a? « a* + b* + с“ (*) 
Mặt khác : (a? + b? + c?)? = a* +bf + с“ + 2(a?b?  a?c? + b?c?) 
oo k»atveb*sc! «2t 6 .t+be +ca`) 
=> k! > 3( a?b? + b?c? + c?a?) = 12 (dtAABC)? [theo (5)] 


k? 
«€» dt AABC < —— (6) 
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Dấu đẳng thức trong (6) xảy ra а =b = с 


2 
= dtAABC lớn nhất — max (dtAABC) = Жы, (ycbt). 





243 
Các tam giác vuông OAI và BOC cho : 
коры сэ ослары AME 
ОН? ОА? 012 ' or? ов? oc? 


1 por | 1 
— = — + — + — > .83|—— .s (BĐT Cauchy) 
ОН? a? p? c? a?p?c? 


3Í 2b2e2 


=> ОН? < 
3 
Ta cũng có : a? + b? + c?» 3. Va?b?c? 
2 
= OH?« Lp eM opti w Le a e (7) 
9 9 3 


Dấu dáng thức trong (7) xảy ra khi <> a = b = c = khi đó OH dài nhất tuong üng vói dt 
AABC lớn nhất (dpcm). 


Bài 279 (CAO DÁNG KINH TÉ ĐỐI NGOẠI - CP - 1999) 





Cho hinh vuông ABCD cạnh bằng a. I là trung điểm AB. Qua I dung đường vuông góc với 
mặt phẳng (ABCD) và trên đó lấy điểm S sao cho 2IS = a⁄3 


l/ Chứng minh rằng tam giác SAD là tam giác vuông. 
2/ Tính thể tích hình chóp S.ACD rồi suy ra khoảng cách từ C đến mặt phẳng (SAD). 


Giải 






SI 1 (ABCD) > SI 1 AD 
AB 1 AD 


1/ Xét : = AD 1 (SAB) = AD 1 SA 


= ASAD vuông tai A (dpcm). 





з Up. lò 
Gọi h là khoáng cách từ C đến mặt phẳng (SAD). Khi dó: Š 


3 
2/ Ta có : Удер = Š Saco I = ы ` a? ауз = - v3 (ycbt). 








1 
Vsacp = 3 .Ssap.h (1) 
: 1 
Mà : SSAD - 2 .5A.AD 
2 2 
a 3a 
Vói : ЗА = n. є 4 Sản, > SsAD = zu E P 
AD =a ' А — 
(1) 3 
Khi đó: > h=3. ` УЗ 2 _ ауз (ycbt). 


12 2 
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Bài 280 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHỐI A - ĐỢT 1 - 1999) 
Cho hình chóp tam giác S.ABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh a, SA 1 (ABC) và SA = a. M là | 
một điểm thay đổi trên cạnh AB. Đặt KCN = œ, hạ SH vuông góc với đường thẳng CM. 
1/ Tìm quỹ tích điểm H. Suy ra giá trị lớn nhất của thể tích tứ diện SAHC. 
2/ Ha AI L SC, AK 1 SH. Tính độ dài SK, AK và thể tích tứ điện SAKI. 
Giải 
1/ Gọi N là chân đường cao kẻ từ S trong tam giác SBC, ta сб: 
BC 1 (SAN) = BC 1 AN (1) 
Ta có : SH L MC > MC 1 (SAH) = AH 1 HC (2) 
(1), (2) => H luôn nhìn AC dưới một góc vuông. 
М = А > Н = А 
М = В» Н = № 
Độc giả tự làm phần đảo, thì ta có : 
Quy tích điểm H là cung AN thuộc đường 
tròn đường kính AC (ycbt). 
Thể tích tứ diện SAHC là : 






Nhận thấy : | 


Жы SSA.AC.HH' = E HH' 


(với H' là chán đường cao ha từ H trong AAHC) 


Suy ra : max( Van) c» max(HH') 


«€» H là trung điểm AC 
3 


Khi đó : (VsAne)max = s (ycbt). 





` AH : 
2/ Ta có : e z2 = авща 


e SH- JSA? + AH? = ау1 + sin"a 


s dics 2 SA.AH š 2 SH.AK 


E SA. AH = a”.sinơ É a.sina (yebt) 
SH aJ1 + sin?a 4 +sin?œ 
^ His ATARI = ch thao 


J1 +ѕіп2а 


Trong ASHC, dựng IJ 1 SH > IJ // CH 


ASAC cân tai A BS TP + life log = t aid 
ALLSC 2. UM 


Mặt khác : CH L (SAH) = IJ 1 (SAK). 
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Vậy thể tích hình chóp SAKI là : 








1 1 a.(sinơ)a 
V. =—lJ.S =—a.COSơŒ.————— 
SƯ ` ET 1+sin2ơœ 
S: 
a" .(ѕ1п 20) 
=> V. =————— (dytt). 
gius 24(1 + sin?^a) 


Bài 281 (DAI HỌC MY THUẬT CÔNG NGHỆ - 1999) 
Cho tứ điện ABCD có canh AB = x, các cạnh còn lại bằng a. 
l/ Tính diện tích toàn phán của tứ diện theo a, x. 
2/ Tính thé tích khối tứ diện theo a, x. Với giá trị nào của x thì thể tích đó dat giá trị lớn nhất. 
Giải 


СН L АВ 
DH L AB 


l/ Gọi H là trung điểm AB, theo tính chát tam giác cân — | 


Ta có : АВ = x; DA = DB = DC = AC = BC =a 
d HP = ABCD (do hai tam giác đều cạnh a) 





ADAB = ACAB 
2 
= Sape = Spcp = = (1) 


Ta có: CH = УАС? - AH? 


> Span = Scag = 2 CH-AB = "E 4a* - x? (2) 


Từ (1) & (2) 2 S, = L [a° 43 + худа? — x? ) (ycbt). 


2/ Gọi O là hinh chiếu của D xuống mặt phẳng (ABC). 
Do : AD = DB = DC = a = OA = OB = OC 
= DO là trục đường tròn ngoại tiếp AABC. 
DO hiển nhiên là đường cao tứ điện DABC. 
Gọi I là trung điểm DC. Ta сб: DH = HC > ADHC cân > HI 1 DC 


2 2 
КЫ đó; HlsJ4HO те 2 аа с=с а 








z За? - х? 
4 4 2 
. Тї: Spic = x DO.HC - > HI.DC 
2 2 
HIDC = aa? Ca ONE UTE NN 
= DO = HC = DO = Z— = —ə—ə>- —-.jvj.- .oƏ°3 


`“. ЖЫШ у ашыг 
2 
a.3a? Xt x. y 4a? € 


1 1 
Vậy : Vac = SDO Sage = aM M 


44a? a i 4 
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= VABCD = =. ax aa? - x? (ycbt); (0«x« a4 3 ) 


Áp dung BDT Cauchy, ta có : 


2.8 2 2 ты агл а 4 3 V2 
— 9 
УАвср = а Е (За? _ х?) < -^ k асс | QuEL ЖШ -|®- (3) 








144 144 2 


a3 


= VApcp < e 


(4) 


2 $ 


Dấu đẳng thức trong (3) và (4) xảy га © х? = За? – х? = х = —— 
3 
a av6 
Vậy : max(VApep) = 8s tương ứng x = т (ycbt). 
Bài 282 (ĐẠI HỌC HUẾ - 1999) 


Cho tứ điện ABCD có ba cạnh AB, AC, AD vuông góc với nhau từng đôi một và AB = a, 
AC = 2a, AD = 3a. Hãy tính diện tích tam giác BCD theo a. 






Hướng dẫn 
Gọi h là độ dài đường cao của tứ diện vuông ở A và kẻ từ A thì đã chứng minh được : 
1 1 1 1 1 1 1 6 


Sóc... TT ET 
7 


h AB? AC? AD? a? 4a? да? 
Thể tích hình tứ điện: У = = АВ.АС.АР = a3 


2 
Do đó: điện tích ABCD là : S = A = БЕ 


Bài 283 (DAI HỌC QUỐC GIA TP. HCM - KHÓI A – РОТ 1 - 2000) 

Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có đáy là hình thang ABCD vuông tại A và D; AB = AD = a; 
CD = 2a. Cạnh bên SD vuông góc với mặt phẳng (ABCD); SD = a. 

1/ Chứng minh rằng tam giác SBC vuông.Tính diện tích tam giác SBC. 

2/ Tính khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (SBC). 

Giải 

1/ Gọi E là trung điểm của CD. Do tính chất hình S 
thang vuóng ABCD, suy ra : 


(ycbt). 







BD = BC = ЕВ 1 DC, EB = DC =a 


(trung tuyến bằng nửa cạnh huyền) 
= ADBC vuông tại B. 
Theo định lý ba đường vuông góc 
= SB 1 BC (vì BC 1 SD, BC 1 BD) 
=> ASBC vuông tai B (dpcm). 
Lúc đó diện tích S của ASBC là: 


- ;SBBC- 2 JSD? + DB? (zn. /2)- 1 (а? +Ía/2} (Ja) - S Ха? Geb. 
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2/ Ha AH 1 (SBC) tại Н => h = AH = d[A: (SBC)] 





2 
Thé tích V của hinh chóp A.SBC là : V 23 .S.h = 1 Уб эр = gx (1) 
3 d 2 6 
Mặt khác thể tích V cũng là thể tích hình chóp S. ABC 
1 1 
= —.SAnc.SD = — (Sancp - Spac).a 
3 3 
2 2 3 
Bot Mackie (2) 
Si 2 3 2 6 
2 3 
So sánh (1) và (2); ta сб: ah 28 = h = ауб 
46 6 6 


Vậy : d[A; (SBC)] = es (усы). 
Bài 284 (ĐẠI HỌC SƯ PHẠM HÀ NỘI - KHỐI А - 2000) 
Trong không gian cho các điểm A; B; C theo thứ tự thuộc các tia Ox; Oy; Oz vuông góc với 
nhau từng đôi một, sao cho OA = a (a > 0); OB = a2; OC = c (c > 0). Gọi D là đỉnh đối diện 
với O của hinh chữ nhật AOBD và M là trung điểm của đoạn BC. (P) là mặt phẳng di qua AM 
và cát mặt phẳng (OCD) theo một đường thẳng vuông góc với đường tháng AM. 
l/ Gọi E là giao điểm của (P) với đường tháng OC. Tính độ dài đoạn tháng OE. 
2/ Tính tỉ số thê tích của hai khối đa diện được tạo thành khi cắt khối hình chóp C.AOBD bởi 
mặt phẳng (P). 
3/ Tính khoảng cách từ điểm C đến mặt phẳng (P). 

Giải 

l/ Gọi N là trung điểm OB; P là tâm hình chữ 
nhật ABCD. 












Xét hệ toa độ : o; АБ) = (ADO) 


RE 





AN - E. 
Ta có: 


DO = (-a42; a) 


=> AN.DO = King + a.a =0 
= AN 1 DO tai R (1) 
Mà : MN 1 DO 
(vì MN // CO 1 (OBDA) > OD) (2) 
Tü (1) và (2) cho : DO 1 AM 
Lại thấy : EQ 1 AM với : 
EQ = (P) œ (ОСО) = EQ//OD X 
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Tính chất đường trung bình cho : MP = ; AC. 


CERE EE E 


FP MP OE 

FG UR 

— =—. Vậy : ОЕ = bt). 
та TP ^ OE 3 © - 


2/ Đặt : Q = (P) ^ CD. Thiết diện mà (P) cắt hình chóp C.AOBD sẽ chia hinh chóp C.AOBD 
thành hai khối đa điện. 


Ус.лке СА CE CQ 


sper s 
Để ý : Vc дор CA со ср 3 3 9 





XYcwee CM CE CQ 122 2 
Wess  CB-.00 CD 233 9 
1 
Vi : Vcoap = Vc pop = 2 Vc.oABD 
4.211 
= Vc.AEQ + Vc.MEQ = l§ + JE .Vc.oABD A (góc) D 


1 
= VcaEQ + VcMEQ = 3 -Vc.oABD 


Vậy ty số thé tích của hai khói đa diện do mặt phẳng (P) cắt hinh chóp C.OABD tạo 
thành là : i hoặc 3 (ycbt). 


© Ghi chú : Độc giả có thé xem cách giải khác ở TUYỂN TẬP 500 BÀI TOÁN HÌNH HỌC ` 
GIẢI TÍCH của cùng nhóm tác giả. 


3/ Ha CK L AM tại K > СК = d[C; (P)]. 

Độc giả tự chọn phương án tính CK = (ycbt). 
Bài 28ð (HỌC VIỆN NGÂN HÀNG - PHÂN VIỆN TP. HCM - Khối B - 2000) 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có đáy là hình vuông ABCD cạnh a, đường cao SO = h. 
1/ Tính theo a và h bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 


2/ Tính theo a và h diện tích toàn phần của hình chóp, từ đó tính bán kính mặt câu nội tiếp 
hình chóp. 








Giải 
1/ Hinh chóp S.ABCD đều => SA = SB = SC = SD 
SO là trục đường tròn ABCD 
ve L(ABCD) 


Từ trung điểm M của canh SB dựng mặt phẳng trung truc (a) của canh SB > (a) ^ SO = I 
Lúc đó I là tâm mát cầu ngoai tiếp hinh chóp S.ABCD và có bán kính R - SI. 


SI SM SMSB 
ASOB MI > = 
n SB БОЛ СОО 88 
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2 
2 2 
_ gj- SO + OB 
2h 
2 
2 ax2 
z n | 2 | 2h? + a? 
r 2h 4h 
2h? +a? 
Vậy : К = ———— bt). 
ậy 2h (ycbt) 


2/ Gọi J là trung điểm cạnh AD thì trung đoạn 


SJ là : 
2 2 2 
SJ = DIE эш 


Diện tích toàn phán S, là của hinh chóp S.ABCD : S, = a? + 4( ; .AD.SJ) 





= |ụ = a? + Nr - afa + Ча? + аһ?) (ycbt) 


2 
So sánh hai thể tích V của hình chóp : 


1 
V =—Bh 
3 Bh a^h ah 
— Г = —— = —— n 


V-= r$, So alas Ja? « 4h?) » а + ya? + 4h? 
3 


(ycbt). 


ĐỀ TƯƠNG TU 
Bài 286 (DAI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHÓI A, B — 1997) 


Đáy hinh chóp SABCD là hinh vuông, canh a, SA 1 (ABCD) và SA - a. Mp qua CD cắt 
SA, SB tai M, N. Đặt MA - x 


a/ Tim điện tích thiết diện. 








b/ Tim x dé thé tích hinh chóp SMNCD bàng 5 thé tích hinh chóp SABCD. 


Hướng dán: a/ S = > (MN + CD)MD = 58а - x) х? +а? bí xz та. 


Bài 287 (DAI HỌC ĐÔNG ĐÔ HÀ NỘI – KHÓI A - 1998) 
Cạnh đáy hinh chóp tam giác đều bằng a, góc tạo bởi mặt bên và đáy bằng 60°. 
a/ Tìm thé tích và S,, hình chóp. 


Ы Tim tỉ số thé tích hai phán của hinh chóp do mặt phẳng phân giác của góc nhị điện 60° 
cắt hình chóp. 








а? 43 





Huóng dán : a/ V= — =-—. 
24 V, 3 
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Chuyên đề 13 : KHÔI DR DIỆN 


L. GIẢN LƯỢC KIỀN THÚC TÖI THIẾU 


O DN,: Một vật thể không gian (Ж) gồm một số hữu han các miền đa giác được 
gọi là các mặt của khối đa diện (20) và có các tính chất sau : 

* Hai mặt bát kỳ của (26) hoặc có canh chung hoặc có một đỉnh chung hoặc không có điểm 
chung nào. | | 

* Mói canh cüa mót mát bát ky thuóc (26) là canh chung của đúng 2 mặt của (26), mỗi dinh 
của một mặt bát kỳ thuộc (20) là dinh chung của ít nhất của 3 mặt thuộc (76). 

* (26) nằm về một phía đối với một mặt phẳng chứa một mặt bất kỳ thuộc (26). Thì ta nói 
(2) là hình đa diện lôi : là trọng điểm của môn Hình Không Gian khi nghiên cứu các khối 
đa diện ở trường PTTH 
Canh chung của hai mặt được goi là cạnh của (26), dinh chung của các cạnh là đỉnh của (20). 
Nếu tồn tại các đoạn thẳng không nằm trong những mặt của (26) và có các đầu mút là các 
đỉnh thuộc (20), thì ta gọi chúng là các đường chéo của (20). 

Hinh (20) chia không gian thành 2 miền : miễn trong và mièn ngoài. Miễn trong của (2) 
là tập hợp điểm trong, miền ngoài của (20) là tập hợp điểm ngoài. 















Điểm A không thuộc (Ж) được gọi là điểm trong, nếu А thuộc phần chung giao của các nửa 
không gian có bờ là các mặt phẳng chứa các mặt của hình (Z). 
Diém A không thuộc (20) và mièn trong của (26) được gọi là điểm ngoài. 
Hinh (26) cùng với miền trong của nó được gọi là khối đa diện 101 (26). Trong chương trinh 
PTTH ta chỉ xét các khói đa diện lôi. Nhân đây ta xét lại một số khái niệm. 
O DN; : Hình lăng tru là một khói da điện có 2 mặt đa giác song song gọi là đáy, 
các mặt còn lại gọi là mặt bên; là những hình bình hành. 
e Hình hộp là một hình lăng trụ có đáy hình bình hành. 
• Hinh chóp đa giác là hinh đa diện có một mặt là đa giác gọi là đáy, các mát còn lại goi là 
mặt bên là tam giác có một đỉnh chung (gọi là đỉnh chóp). | 
e Ta xét một khối da diện lồi. Nếu có một qui tắc dé từ khói (26) ta nhận được các khối (Ж). 
(Ж); ...; (Aa) đôi một không có điểm chung trong, khi đó ta nói (20) đã được phân chia 
thành n khối đa diện rời nhau mà thé tích được bảo toàn : V = Vị + Vo +... + Vụ 
Chẳng hạn nếu ta nối một điểm nằm trong hình tứ diện với các đỉnh của nó bằng các đoạn 
tháng, thì ta dà phân chia nó thành bốn hình chóp mà đỉnh của chúng là điểm chung của 
tứ diện, đáy của bốn hình chóp là bón mặt bên của hinh tứ diện. 
Đối với khói đa diện 101 ta có một công thức liên hệ giữa cạnh, đỉnh và mặt, nó giúp ta 
khảo sát một số đặc trưng cơ bản của một khối đa diện tùy ý. 
O ĐỊNH LY EULER 
Giá sử một khói đa điện lôi có m mát, d đỉnh, c cạnh, khi đó : m + d — c = 2. 


II. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 288 

























Chứng minh rằng khói đa điện lôi ta luôn có : m > 





- Giải 
Ký hiệu d; là số đỉnh mà tại đó có i cạnh xuất phát Vi < 1; п thi: 
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2с = Заз + 4d, +... id; +... + nd, = 2c > 3d = З(с + 2 – т) > m2 sa (dpcm) 


Hoàn toàn tương tự ta có : 2c > 3m = З(с+ 2- d) d» zt 2 (đpem) 
Bài 289 
Có hay không một khối đa diện lói mà các mặt là hình lục giác ? 

Giải 

Giả sử tôn tại khối nhu vậy. Vì mỗi mặt của khối là một lục giác lôi. 
= Tông các góc của mỗi mặt bằng 4л và tổng các góc của т mặt bằng 4л 
Mặt khác tại mỗi đỉnh của khối tổng các góc phẳng tại đó nhỏ hơn 2z (tính chất của góc 
đa điện lôi). 

= Tổng các góc tại d đỉnh bé hơn 2d. 

ycbt cần Chứng minh rằng d < 2m. Thật vậy ta ký hiệu dạ d4; ...; d, là số các đỉnh của khối 
mà tại đó có 3; 4; ...; К mặt xuất phát, ta có : 6m = Заз + 4d, +... kd, + ... > 3d > 2m>d 

Với cách tính đó tổng các góc của các mặt nhỏ hơn 4mr. (hai cách tính dán đến hai kết 
quá khác nhau nên có mâu thuẫn) 

Vậy không tón tai khối đa diện thoả màn yêu câu bài toán. 
Bài 290 





Chứng minh rằng nếu một khối đa diện lói mà các mặt là những da giác có số lẻ cạnh, thì 


.| số mặt của nó là chán. 





Giải 
Do mỗi mặt có 2k; + 1 cạnh, i là chỉ số mặt thứ i, nên : 
2c = X(2k; + 1) = 2(>k¡) + m < m = 2c - 2(>k,) (ycbt) 
Bài 291 


Trong một khối đa diện lôi. Chứng minh rằng tổng số các góc tam diện và các mặt tam 


giác không ít hơn 8. 





Giải 
Ta ký hiệu m; và d, là số mặt và đỉnh có k canh và k cạnh xuất phát, rõ ràng : 
m = mạ + mạ +... my +... 
d = dạ + dạ +... d, +... 
=> 4m = 4m; + 4m, +... 4my +... 
= 4d = 4d; + 4d, +... 4d, +... 
Mặt khác ta có : 4c = 2c + 2c = 3m; + 4m, +... km, +... + 3ds + 4d, +... kd, +... 
= 4(m + d- 2) = 3mg + 4m, +... km, +... + Заз + 4d, +... kd, +... 
=> 4m; + 4m; +... Атк +... + 4dạ + 44, +... 4d, +... – 8 
= ma + 4m, +... km, +... + Заз + 4d, +... kd, +... 
=> mạ + із > 8 (đpcm) 


Bài 292 
Trong một khối đa diện 101. Chứng minh rằng bao giờ cũng có một góc tam điện hoặc một 





góc tam giác. | 
Giải 
Giả sử tại mỗi đỉnh xuất phát ít nhất bốn cạnh và mỗi mặt có ít nhất bốn cạnh. 
=> 2c > Am và 2c > 4d > 4c > 4(m + d) = «(c — 2). 
Bất đẳng thức này không thể xảy ra. Mâu thuẩn nhận được chứng minh bài toán. 


201 






























Bài 293 
Cho khối đa diện lôi d đỉnh. tính tổng của các góc của các mặt khối đa diện. 
Giải 
Ta ký hiệu ki là số cạnh của mặt thứ i, vì các mặt của khói là các đa giác lói nên tổng các 
góc của mặt thứ і là (k; — 2)л. 
Nếu m là số mặt của khối, thì tổng các góc của m mặt đó là : 
E(k; — 2)л = (Ek;)x — 2mz = (2c — 2m) = 2(d — 2)n. 
Trong đó c và d ký hiệu là số cạnh và số đỉnh của khối. 
Ш. GIẢI TOÁN THI 
Bài 294 (DAI HỌC MIỄN BẮC - 1970) 
Chứng minh rằng trong không gian, không tón tại đa diện có một số lẻ các mặt mà đồng 
thời mỗi mặt là một đa giác có một số lẻ các cạnh. 
Giải 
Chúng ta sử dụng phép chứng minh phản chứng để chứng minh ycbt. 
Giả sử đã tón tại một khối đa diện có một số lẻ các mặt, đồng thời mỗi mặt lại là một đa 
giác có một số lẻ các cạnh. 
Trong đa diện đó gọi : 
số lé các mát k = 2n +1 (n e Z°) 
số lé các cạnh của mỗi mặt đó là : 2n; + l;ie 1;k 
C là số cạnh của khối đa diện đó. 









Để ý thấy cứ hai mặt kë nhau có một cạnh chung nên : 
(2n; + 1) + (2n; + 1) +... + (2n, + 1) = 2(n¡ + nạ +... + пр) + k = 2C 

e 2(ni + ng + .... ny) + (2n + 1) = 2C (1) (vô lý) 

Với nụ, ns, ... ny (vì vé trái là số lẻ còn vế phải là số chán). 

Vậy không tón tại khối khối đa điện có một số lẻ các mặt, đồng thời mỗi mặt là một đa 
giác có một số lẻ các cạnh. (đpem) 
Bài 295 (ĐẠI HỌC NGÂN HÀNG TP.HCM - 1991) 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, đỉnh S, cạnh đáy bằng a, đường cao SH; M là điểm 
bất kỳ thuộc AH. Mặt phẳng (P) qua M song song với AD và SH cắt AB, CD, SD, SA lần lượt. 
tại I, J, K, L. 
1⁄ Cho SH = a2 , xác dinh vi trí của М trên AH để thiết diện IJKL là một tứ giác ngoại tiếp. 
2/ Xác định vị trí của M trên AH để thé tích của khói đa điện DIJKLH đạt giá trị lớn nhất. 

Giải 






l| Ta có : (P) // AD = (ABCD) ^ (SAD) 
(P) ^ (ABCD) = IJ // AD 
(P) ^ (SCD) = LK // AD 


= IJ // LK // AD (1) 

• SH // (P) và (SAC) > SH 
= (P) ^ (SAC) = ML // SH. 

e Tương tự : mp(SBD) ^ (P) = NK // SH 
— ML // NK // SH. 
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Tính chất hình vuông = IM = NJ = IL = JK (2) 

Từ (1) và (2) + LJKL là hình thang cân. 

Dé hinh thang cán IJKL là tứ giác ngoại tiếp, điều kiện cần và đủ là : 
IJ + LK = IJ + IL = 2IL (3) 


Đặt : AM = x о < x < : ; với a là cạnh hình vuông ABCD. 


* АТАМ vuông cán IM = xx 
ML // SH = ML ам as 5 pR 
SH AH г 
ALM = IL = VIM? + MI? = cm 
IA AD 6 
Định lý Thalès = e > x x НМ 
LM //SH > — = —— 
HA SA 
= LK = a/2-2x _._ x42 
a42 
Lúc đó (3) cho IJKL ngoại tiếp được casa-xX2 = 3x43 
ау2 


<> x = E <> M là trung điểm của AH (ycbt) 


2| Xét: Vipukum = Менкі) + Мык) (4) 


LM 1 (ABCD) i М 
0 : = DJ 1 (IJKL) và (IJKL) 1 (ABCD) theo giao tuyến IJ ha HH' 1 IJ 


IJ 1 CD 
> HH' 1 (IJKL) và theo tính chất hình vuông thi : 
từ XE ualde SS HH = 3 xv? 
| 2 2 2 


Từ (4) — V(x) = VipDLKLID = 5 dt LJKL) (HH. * DJ) 


= V(x) = S a.dt(IJKL) : s 2x = PS - x42) 


2 
2 
— V(x) = ANA a Le IT 
6 3 9 
2 
Ta có: varo ae dt «0 xế a⁄2 


Bảng biến thiên : 
Vậy khi M trùng H thì thể tích đạt giá 


a? J2 
12 





trị lớn nhất: maxV = (ycbt) 





203 


Chuyên dé 14: TÚ DIỆN - CÁC LOẠI TÚ DIEN ĐẶC BIỆT 


L PHƯƠNG PHÁP 

Cơ sở của phương pháp là sử dụng các khái niệm (mở rộng) cho một tứ điện như sau : 
O Tứ diện là một vật thé có 4 đỉnh không nằm trong 1 mặt phẳng. 

Kí hiệu : Tứ điện ABCD 
O Tứ diện ABCD còn goi là hinh chóp tam giác chẳng hạn A.BCD có đỉnh 

là A và đáy là ABCD. 
O Tứ diện ABCD сб: B D 
Bốn đỉnh A; B; C; D, mỗi đỉnh là 1 góc tam điện. 
Sáu cạnh AB; AC; AD; BC: CD: DB. 5 | 
Bốn mặt là bón tam giác ABC; ACD; ADB và BCD. | 
Hai canh khóng cüng di qua 1 dính goi là hai cạnh đối nhau : tứ điện ABCD có 3 cặp cạnh| 
đối là : AB và CD, AC và BD, BC và AD. | 
Ти A vẽ AH 1 (BCD) và H є (BCD) thì AH gọi là đường cao của tứ diện phát xuất từ đỉnh | 
A ký hiệu là h, > AH = h, = d[A; (BCD)] | 





=> Tứ diện có 4 đường cao phân biệt phát xuất từ 4 đỉnh là : hạ; hy; hạ; hạ. 

O Tứ diện đều là tứ diện có 6 cạnh bằng nhau hay 4 mặt là 4 tam giác đều bằng nhau. 
=> Hình chóp tam giác S.ABC có SA = SB = SC = b và AABC 
đều cạnh a gọi là hình chóp tam giác đều S.ABC. 

O Tứ diện vuông : là tứ diện có 1 góc tam diện ba mặt 
vuông. Các mặt vuông là các tam giác vuông có chung một 
dinh gọi là đỉnh của góc tam diện vuông. Mặt còn lại thường 
gọi là mặt huyền của tứ diện vuông (ba cạnh bên đôi một 
vuông góc với nhau). 

O Tứ diện gần đều : là tứ diện có 4 mặt là 4 tam giác bằng nhau. Trong một tứ diện 
gần đều các cặp cạnh đối bằng nhau; và các góc tam diện bằng nhau. 

O Tứ diện trực tâm : là tứ diện mà các cáp cạnh đối vuông góc với nhau từng đôi một. 
Trong một tứ diện trực tâm thì hình chiếu vuông góc của một đỉnh xuống mặt đối là trực 
tâm của mặt đó. S 

D Diện tích của tứ diện là tổng diện tích của 4 mặt. 

V Nếu ta xét hình chóp S.ABC đỉnh S, đáy ABAC thì 

diện tích xung quanh : 

Sxą = dt (ASAB) + dt (ASAC) + dt (ASBC) 

V Diện tích toàn phán (còn goi là điện tích tứ diện) 

Sự = S,, + dt (AABO) 
O Thé tích tứ diện : 


У = 1 gh: vói Э: diện жоу 
3 h : độ dài chiều cao 


V Nếu gọi LJ là đoạn vuông góc chung của hai cạnh đối 
SA và BC là góc của hai cạnh đối SA và BC thì : 


Miss s < SA.BC.IJ.sino 





V Nếu SABC là một tứ diện vuông tai dinh S thì : 





Misco © SASBSC 
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| V Nếu S, và S; là điện tích hai mặt của một hinh tứ diện, a là độ dài cạnh chung của chúng 
là số do góc nhị diện tại canh chung này thì thé tích hinh tứ điện là : 


2 
V = =S Sup 
3a 1:592 SIIMD 


Dạng 1 : TỨ DIỆN 





П CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 


Bài 296 


Cho tứ diện OABC vuông tại O. Gọi S, S; S2, S; lần lượt là diện tích AABC; AOBC; AOCA 
tà AOAB. Chứng minh: S? = S? +52 + 52. 






Giải 
Xét : 52.52.52 = „ OB? oc? А 1 ОС? ол? ‚ 4 0A? OB? 


» „0C? (Од? + ОВ?) + 4 OA" ОВ? 


= loc?AB?.loc/?Ap? 
4 4 





o 8?+52+8? = ав? (0C? + OC?) 


f \ « 
= Ž AB? cc? = АВС" = S? (рст). 
j 


Bài 297 


Cho tứ diện OABC vuông ở O. Vẽ OH 1 (ABC). Gọi a; B; y lần lượt là góc mà OH tạo với 
0А; OB; OC. Chứng minh : cos”œ + cos? + соѕ?у = 1. 

















Hướng dẫn 
1 . 1 1 1 1 
Ta chứng minh được : z“— r1 ằ (1) 
OH OA OB OC 
2 
AOAH vuôngởHB — cosa = oH => cos’a = om 
OA OA? 
OH? ; ОН? 
Tương tu nhu váy ta cũng có : cos?f = ; соѕ?ү = 
g tu iy g p 2d т 





Do đó : cos?a + cos”B + cos?y = on ` vã ca | (2) 
P Y OA? OB! Oc?) 


ROT 


Từ (1) và (2) => соѕ?о + cos?f + cos2y = ОН. sac 


=> cos”ơ + cos? + cos^y = 1 (đpem). 
Bài 298 

Cho tứ điện OABC vuông ở O. Đặt OA = a; OB = b; OC = c. 
l/ Gọi A; B; C là ba góc trong tam giác ABC. Chúng minh : a*tanA = b*tanB = c?tanC. 
2 Nếu có a + b = c thì hãy chúng minh : OCA + OCB + АСВ = 









= 
5: 
Giải 


l/ Vè CH L AB. Định lý ba đường vuông góc cho : OH L AB 
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Ta có: Sane = 2 ABCH i > AB.AH.tanA š 2 OA”tanA = 28 tanA 


Tương tự như trên ta cũng có : SApc = = tanB = ze tanC 


C 


Vậy : a”tanA = b”tanB = c”tanC (đpem). 
2/ Trên tia OA lấy điểm E, trên tia OB lấy điểm F 
sao cho: ОЕ =OF=a+b 
(OA = BF =a 
Ta có : ТОВ = AE = b 
Dung hinh vuông OEIF theo phương pháp trãi. 
Canh hình vuông này dài là : a + b = OC. 
— AOAC = AFBI, AOBC - AEAI. 
— ACAB = AIAB 


= OA + OB + KÒB = l + lạ + lạ = А (yebt). 
Bài 299 
Trong tứ diện chỉ có một cạnh có độ dài lớn hơn 1 (còn các cạnh khác có độ dài nhỏ hơn 
hoặc bằng 1). Chứng minh rằng thể tích tứ điện ấy không vượt quá =. 









Сіаі 
Xét tứ điện ABCD với giả thiết АВ > 1, còn các cạnh còn lại của tứ điện nhỏ hơn hoặc bằng 1. 
Cán phải chứng minh V < £: A 


Thật vậy vẽ đường cao AE của AACD và đường cao BF của 
ABCD. Gọi AH là đường cao của tứ điện phát xuất từ A. 
Đặt : CD = a (a < 1). Và xét 2 khả năng xảy ra : 


; 2 
° ED < 5 = АЕ? = AC?— EC?^«1— 5— (vì EC > X) 


i 
4 2 
= 
2 


№ 


° ED > 7 = AE?-AD'- ED?< 1- 2_ (vì ED» 3) 


4 
2 





€» AE 


^ 


Trong cá hai trường hợp ta đều có: АЕ? < 1 – S 


4 
2 
Tương tự: ВЕ < | x 


Thé tích tứ dien ABCD: V = 3 8ancp.AH = «CD. BF.AH « < CD.BF.AE 


2 
V« a- = ә a4 а?) 


a 
61 4 
Xét hàm số đặc trung : fla) = a(4 – a?) với 0 <a < 1 
=> f(a)=-3a?+4>0 => fa)<f1)=3= V< Š 3= 


1. 
8 


ABCD đều cạnh a - 1 


Chọn một tứ điện ABCD như sau : 4AACD đều canh a = 1 
acp» 1 (ACD) 
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AB? = AH? + HB? = ЗАН? = 2 УР =5 2" ABS 


Vậy thé tích của tứ diện ABCD không thể vượt quá n (ycbt). 






Bài 300 
Hai hình chóp tam giác đều có chung chiều cao; đỉnh của hình chóp này trùng với tâm của 
đáy hình chóp kia, mỗi cạnh bên của hinh chóp này cắt một cạnh của hình chóp kia. Cạnh 
bên bằng 1 của hình chóp thứ nhất tạo với đường cao góc œ. Cạnh bên của hình chóp thứ hai 
tao với đường cao góc B. Tìm thể tích phán chung của hai hình chóp. 
Giải 
Xét OABC và O'A'B'C' là hai hình chóp tam giác đều, có 
thung đường сао OO', trong đó O và O' lần lượt là tâm của các 
tam giác đều A'B'C' và ABC. 
(ABC)/ (AC) 
Lúc đó : ¿OA = OB = OC - 1 
Або = 9; KOO = ñ 
Vì ОА' ^ ОА = M > ОА // O'A'. 


Tương tự — OB // ОВ và OC // ОС". Do đó các cạnh của hai 
tam giác ABC và A'B'C' song song với nhau từng đôi một. 
Gọi N = OB' ^ ОВ, P = ОС' ^ OC. 
MA OA 
MO OA' + 
| MA NB 
Ru UM ^ MO NO 
NO ОВ 
ОА = O'Bvà ОА’ = OB' 










= MN // AB 





Tương tự — NP // BC và PM // CA. 


> AMNP cũng là tam giác đều. Gọi H = OO' ^ (MNP). Nhận thấy H là tâm của tam giác 
đều MNP. 


Để ý AAOO' vuông ở О = ОО = h = Ісоѕа 
Đặt x = HM. Hai AMHO và AMHO' vuông ở H : 
НО = x.cota 


4 OO' = x.(cot co 
EA НО’ = x.cotf = x.(cotœ + соё) 
Từ đó : [cosa = x(cota + cotß) > x = ioa = Шад. айр. 
cota + cot 2sin(a + f) 


Do AMNP đều có canh MN = x J3 
MN?43  3x*48 343 l^sin?2u.sin?B — 343!?sin?2a.sin?p 
4 4 4 Asin2(a + p) 16sin?(a + р) 


Phân chung của hai hinh chóp O.ABC và O.A'BC' gồm hai hình chóp đỉnh O và О, đáy 
thung là AMNP. Nên thể tích của nó là : 


> S.MNP = 
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V« 2 dtMNP.HO + HO) = 2 dtMNP.OO 


$5 3 $. _ +3 
ar 22 {с 343.1 = 2a.sin" В Icons m 43.1°.sin _. p (ycbt). 
3 16sin“(œ + B) 16.sin“(œ + B) 


Dạng 2 : TỨ DIỆN TRỰC TÂM 


Bài 301 
Chứng minh một tứ diện truc tâm khi và chỉ khi hình chiếu của mỗi đỉnh lên mặt đối là 





trực tâm của mặt đó. 
Giải 
O (=) Giả sử tứ diện ABCD là tứ điện trực tâm. Dung AH vuông góc với mặt ВСР. 


‘CD і AH 


^ ÌCD1 AB 


=> CD 1 (ABH) = CD L BH 


Tương tự như trên ta cũng sẽ có : BD L CH và BC L DH 
Vậy, H là trực tâm ABCD (ycbt) (1) 
O (<) Gọi H là trực tâm của tam giác BCD trong tứ diện trực tâm ABCD. Ta cần chứng 
(CD 1 AB 
iuh ë A 
minh : AH 1 (BCD). Thật vậy : {CD + BH => CD L (АВН) => CD 1 AH 


Tương tu ta cũng có : BD 1 AH 

Từ hai kết quả đó ta suy ra : AH 1 (BCD) C 

Cũng nhu váy ta sẽ сб : BK 1 (ACD), ... — ycbt (2) 

Vậy (1) và (2) cho ycbt được chứng minh. D 
Bài 302 


Chứng minh một tứ diện trực tâm khi và chỉ khi tổng binh phương các cáp canh đối bằng 


nhau từng đôi một. 





Giải 
O (=) Cho tứ diện ABCD có các cặp cạnh đối vuông góc nhau. Vẽ đường cao ВІ của ABCD. 


> (cp.pr ^ CDL(ABD = CD 1 AI x 


Goi M là trung diém cüa CD. 
ГАС? - AD? = 2CD. MI 
вс? - BD? = 2CD. MI 
= AC” – Ар? = BC? – Вр? 
= АС? BD? = BC? + AD? FN (1) 
Nếu ta sử dụng thêm điều kiên BC L AD, ta có : 
АВ? + CD” = AC” + ВП? (2) 
(1) và (2) : AC” + BD? = BC” + AD? = AB? + CD? (3) 
O (<) Cho tứ diện ABCD có các cạnh thoả (3). Ta cán chứng minh tứ diện ABCD là một tứ 
diện trực tâm. 
Thậy vậy vẽ đường cao BI của AACD; M là trung điểm của CD. 


а |BC* - BD? - 2CD.MI (4) 
.AC? - АР? = 2CD.MJ (5) 
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Từ (3) > ВС? – BD? = АС? - AD? 

Do đó (4) và (5) cho: I = J 

Vậy : CD L (ABI) = CD 1 AB 

Tương tự như vậy nếu ta sử dụng thêm cho hết giả thiết (3) ta sẽ được : 
s 1 AD 


AC І BD (ycbt). 


Vậy ycbt dà được chứng minh xong (dpcm). 
Bài 303 









Chứng minh một tứ diện là tứ diện truc tâm nếu và chỉ nếu các đường cao của nó đồng 
quy. (Giao điểm gọi là trực tâm của tứ điện). 





Giải 


O (=) Cho tứ diện trực tâm ABCD. Gọi АА"; ВВ; CC' và DD' là các đường cao của tứ diện. Ta 
cán chứng minh chúng cắt nhau từng đôi một, chẳng hạn ta chứng minh AA' và BB' cắt nhau. 
CD 1 AB 


Ta có : CD 1 AA' 


=> CD L (ABA) = (ABI) (trong đó I = BA ^ CD) 

= (ABI) 1 (ACD) 

Nhung BB' 1 (ACD) có B e (ABI) > В' є AI. 

Do đó AA' và BB' là hai đường cao tam giác ABI. B 

> H = AA' n ВВ' 

Suy ra, các đường cao của tứ điện đôi một cắt nhau nên đồng 
quy. Giao điểm H gọi là trực tâm của tứ điện. 
П (=) Cho tứ diện ABCD có 4 đường cao AA'; BB'; CC' và DD' đồng qui tại một điểm H. Ta 
cán chứng minh tứ diện ấy là tứ diện truc tâm. 

Thật vậy xét hai đường cao AA' và BB'. Ta có : 

== 1 (BCD) = AA' 1 CD 





вв’: (АСЮ) вв'1 ср “© CP 1(ABR) => CD L AB 


Sử dụng một cặp đường cao khác với trên nữa ta sẽ được một cặp cạnh đối khác của tứ 
điện vuông góc nhau — (dpcm). 
Bài 304 
Chứng minh rằng trong tứ diện trực tâm trung điểm của các cạnh và chân các đoạn vuông 
góc chung của các cáp cạnh đối nằm trên cùng một mặt саи. 

Giải 

Gọi M; N;P; Q; R; S lân lượt là trung điểm của AB; BC; CD; AD; AC và BD. Ta chứng 
minh dë dàng ba đoạn MP; NQ và RS cắt nhau tại trung điểm O của mỗi đoạn. Giao điểm O 
đó gọi là trọng tâm của tứ diện ABCD. 

Hon nữa до: АС L BD => MN L MQ và tương tự > MNPQ; MRPS:... là những hình chữ nhật : 

> MP = NQ = RS 

> MO = ON = ОР = OQ = OR = OS 

Vậy 6 điểm M; N; P; Q; R; S cùng ở trên mặt cầu tâm O (đpem). 






209 


IJ là đoạn vuông góc chung của AB và CD 
Gọi : {KL là đoạn vuông góc chung của BC và AD 
EF là đoạn vuông góc chung của AC và BD 


Ta cần phải chứng minh 6 điểm I; J; K; L; E; F cũng 
thuộc mặt cầu nói trên 


Thật vậy : Thường = CD 1 (ABJ) > CD 1 BJ 





Tương tu = CF 1 BD và DK 1 BC 
Gọi G; H; Q lần lượt là trọng tám, trực tâm và tâm đường tròn ngoại tiếp ABCD. 
Gọi О, là hình chiếu của O lên (BCD) 

Biết rằng : AH 1 (BCD) và O e AG > O, e GH. 


GO, GO 1 2 ⁄ x 32 ао GP 1 
5 (do tính chất trọng tâm tứ điện)=> а 


Do đó: О,Н = O,Q 
Vậy О, là tâm đường tròn Euler của ABCD và đường tròn này di qua K; N; J; P; S; F 
=> ОК = ОМ = О) = ОР = 0,5 = ОЕ = ON = OK = OJ = OP = OS = OF 
= J; K; F thuộc mặt cầu (О). 
Chúng minh tương tu L; E; I cũng thuộc mặt cầu dó — (dpcm). 
Bài 305 | 
1/ Chứng tỏ rằng tứ diện đều là một tứ diện truc tám. 
2/ Tính chiều cao của tứ diện đều canh a. 


Lúc dó 2 






Giải 
, e e CD 1 AI 
l/ Goi I là trung diém cüa CD. Ta có : | = CD 1 (ABI) = CD 1 AB 


A 


CD ¡ BI 


Tương tu : BC L AD và AC 1 BD = (dpcm). 


2/ Vẽ AH vuông góc với (BCD).Do ABCD là tứ diện đều 
nên H là tâm của tam giác đều BCD. Ta có : 
2 242 


AH? = AP? — BH? = а? — 2 ауз 
5-9 З 


Vậy: АН = zz (ycbt). 





Dạng 3 : TỨ DIỆN GẦN ĐỀU 

Bài 306 

Cho tứ diện ABCD có AB = CD = 2x và bốn cạnh còn lại có độ dài bằng 1. 
1/ Tính diện tích toàn phần của tứ diện. 

2/ Xác định x để điện tích toàn phần đạt giá trị lớn nhất. 

Giải 
1/ Nhận thấy bốn mặt của tứ diện là bón tam giác bằng nhau 
=> Srp = 48дср = 2.ALID; với I là trung điểm của D. 
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AI? = AD? - Ip? = 1 —x2 
AI = V1 - x? (do 0<x<1) 


Уйу: Srp = 2x. V1 - x? (ycbt). 


2 М Srp > 0 nên Srp dat giá trị lớn nhất khi và chỉ khi S^,» đạt 
giá trị lớn nhất, mà 52р = 4x?(1 – x?) 


=> ID = x> 





(2 
Nhưng 0 < x < 1 = (^ A 

l1—-x? >0 

2 
2 2 

Bất đẳng thức Cauchy = x*(1- x?) < EE -1 es Б <1 (1) 
Đẳng thức xảy trong (1) © х? = 1- x? e x= TC (vìx >0) 

1 | 
Vậy : max S -S-L =1 (ycbt). 
Зу: max 5, 57$ bế 


Bài 307 
Cho tứ diện gần đều ABCD với AB = CD = a; AC = BD = b; AD = BC = c. 
lí Chứng minh tâm mặt cầu ngoại tiếp của tứ diện cũng chính là tâm mặt cầu nội tiếp của tứ diện. 
2 Tính bán kính của hai mặt cầu ấy theo a, b, c. 
Giải 
l/ Dé ý các tam giác tao nén bốn mặt của tứ diện gần đều thì 
bằng nhau. 
= Các đường tròn ngoại tiếp chúng có cùng bán kính. D 
> Khoáng cách từ tâm О của hình câu ngoại tiếp tứ diện 
dën 4 mặt này bằng nhau hay cách khác O cũng chính là tâm 
hình cầu nội tiếp tứ điện (dpcm). họ С 
7 Ký hiệu R; r lần lượt là bán kính các mặt cầu ngoại và nội 
tiếp tứ diện. 
Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AB và CD. thi IJ là đoạn vuông góc chung của AB và 
CD. Gọi O là trung điểm của IJ. O chính là tâm các mặt câu dà nói ở trên. 
OA = OB A 
OC = OD 
Mà các đoạn nối trung điểm của các canh đối trong tú 
tiện đồng qui tại O nên, chẳng hạn xét cặp AC và BD. 
[OA = ОС 
OB = OD 
Vậy: OA = OB = OC = OD 
Định lý đường trung tuyến trong AABC. 
cp. 2A” + 2CB? - AB? _ 2b? + 2c2 - a? 
4 4 


Thật váy, IJ là trung trực của AB và CD > | 


= njis 





АЈС vuông ở I nên: IJ? = CP- CJ? = RE = _ by cia 


>| 
№ 
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Rob adea. $ c4. 4 12-4 

AAIO vuông ở I nên : R2 = OA? = A OP. M OM ЖУ. ¿Gq 2k. lam н ар +0. 
4 4 4 8 8 

a? «b? + c? 
8 


= Rz 


Bán kính mặt cầu nói tiếp tính bởi : r = > 


TP 


Trong đó : V = -- (b? + c? — а2 а? + c? - b?y(a? + b? - с?) 


Srp = 4 Jp(p - aXp - b)(p - с) với p= СЕ 


ME UE EI 
Váy:r- < (b* +c“ – a“Xa“ + c^ - b“ Xa“ +b“ - c^) (ycbt). 
16  pp-aXp-bXp-o ар - bXp - с) 


Dang 4 : TỨ DIỆN VUÔNG 
Bài 308 
Cho tứ điện SABC có các góc phẳng ở đỉnh S vuông. 
1/ Chứng minh : 3 .SAnc > Ssan + Sspc + SscA 
2/ Biết SA = a, SB + SC = k. Đặt SB = x. Tính thể tích tứ diện SABC theo a, k, x. Xác định 
SB, SC để thể tích ấy đạt giá trị lớn nhất. 








Giải 
1/ Trước hết ta chứng minh hệ thức Pythagore: S4pc = S”sAp + S*snc + S sca (1) 
Vẽ SH 1 BC = AH 1 BC. 


Ta сб: S?san + S2snc + S?soA = + 8A”. SB2 + 4 SB?.SC? + 50° 8А? 


А 





„ SAXSB' + SC?) + „ SB?.SC? 
C = + 8A”.BC” + + SH”.BC? E = ВС? (8А? + SH?) 
ё 4 ВС?.АН? = Де 


= (1) đã được chứng minh xong. 
Áp dụng bất đẳng thức Schwart : 
(1.SsAB + 1.Sspc + 1:8sca} < (12 + 1? Е 1?XS san + S* anc + S sca) 
(1) 
=> Әслв + Sspc + SscA € 43 .SABC (dpcm). 


2/ Xt V в Vu ốc s < SA.SB.SC Trong đó : SA = a; SB = x; SC = k- x 





2 2 
FE a zx Ë SEE 
= V с x(k x) 1Í ^ 2s (2) 


Đẳng thức xảy ra trong (2) khi và chỉ khi: х= К-х e x= š 


k) ak? 
Vậ WW lam 
*Ở dexek Ө 2a. VD) 


O Ghi chú : Đây là dé thi vào DHQG.TpHCM ~ 1996. 
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II GIẢI TOÁN THI 
- Bài 309 (ĐẠI HỌC KHÓI A - 1971 - MIỄN BẮC) 

| Trên các cạnh của một tam diện ba góc vuông đỉnh O, ta lấy các độ dài OA = 4a, OB = 
3a/2 „ОС = 3a/2 , trong đó a là độ dài cho sẵn. Như váy ta được một tứ điện OABC. 

a/ Tính khoảng cách từ đỉnh O tới mặt phẳng ABC. 

b/ Chứng minh rằng bất cứ hai cạnh đối diện nào của tứ điện OABC cũng trực giao (vuông 
góc với nhau). Xác định đường trực giao chung của mỗi cặp cạnh đối diện. 

v Mót mặt phẳng biến thiên song song với mặt phẳng (ОВС) cắt tứ dien OABC theo một 
tam giác PQR. Xác định vị trí tâm vòng tròn ngoại tiếp với tam giác đó. Tìm quỹ tích hình 
| chiếu tâm đó lên trên mặt phẳng (OBC). 








Giải 
BC = JOB? + ОС? = J2(3a42)? = 6a 
AB = AC = Voa? + OB? = (4а)? + (3a42 y? = a434 


Gọi I là trung điểm của BC; thì OI và AI theo thứ tự là 
đường cao và là đường phân giác của các tam giác cân BOC 
và ABC. 


Gọi H là chân đường cao hạ từ O xuống mặt phẳng (ABC). 
> OH = dịO; (ABC)] 


Thứ tự kẻ đường cao OK và OM của AAOB và AAOC 
xuóng AB và AC, ta có : 


AAOB = ЛАОС > OK = OM A 
Định lý ba đường vuông góc cho : 
== 1 AB Put = AOMH 


a/ Ta có : 


D 
HM 1 AC Н є AI 





Xét tam giác vuông ABI, ta có : 


AI = V AB? - BI? = 4(a434)? - (За)? = J25a? = 5a 
Có thể viết : AI = \(4a)? + (За)? = VOA? +OI? 


= AAOI vuông tai O và ta có : sin ОГА = —— - —— - — 


+ ОН = OLsin СГА = 3a = i (ycbt). 


bí Ta сб: OC 1 OA, OC L ОВ > OC 1 (AOB) > OC 1 AB, OC 1 OK; mặt khác OK 1 AB 
> 0K là đường vuông góc chung của OC và AB. 


Tương tự : OB L OA; OB L OC > OB 1 (АОС) > OB 1 AC, OB L OM; mặt khác OM 1 AC 
2 OM là đường vuông góc chung của OB và AC. 


Tương tự : OA L (BOC) > OI là đường vuông góc chung của OA và BC. 
Ta đã có : OI = 3a và xét tam giác vuông AOB. 


213 














OB 3ау2 3 
NE = eM m 


OM = ОК = OA sin БАЎ = 4a—— (ycbt). 


ADU 
cç Hai mặt phẳng (PQR) // (ОВС), nén : PQ //OB, PR // OC (và QR // BC) mà OB 1 OC, do đó 
PQ І PR. Gọi J là trung điểm của QR > J є AI (do AI là phán giác của tam giác cân ВАС). 
> JQ = JR = JP 
= J là tâm đường tròn ngoại tiếp APQR. Do đó mặt phẳng (PQR) biến thiên // (ОВС) thì 
tâm của các tam giác PQR chạy trên AI. (ycbt) 
Vì AO 1 (OBC) = OI là hình chiếu của AI trên (OBC). 
= Quỹ tích hình chiếu của tâm đường tròn ngoại tiếp APQR lên trên (OBC) là OI. 


Đảo lại, lấy tùy ý Г є OI. Trong (AOI) kë qua Г đường tháng song song với OA cắt AI tại J. 
Gọi (P'Q'R') là mặt phẳng di qua J' song song với (OBC). 


Ta có OA L (ОВС) — JT 1 (ОВС), (do Г là hình chiếu của J’). 
. M (P'Q'R) // (ОВС) nén theo chứng minh trên ta có AP'Q'R' vuông tai P' và AI là đường 
phân giác của tam giác cân ВАС = J'Q' = ЈЕ = ЈР' & J' là tâm đường tròn ngoại tiếp 
AP'Q'R. Vậy quỹ tích là đoạn OI (ycbt). 
Bài 310 (DAI HOC KHÓI A MIÉN BẮC - 1973) 
a/ Chứng minh định lý sau đây : 

Trong một tam giác déu thì tổng các khoáng cách x, y, z từ tâm đường tròn ngoại tiếp đến | 


=> Sin 











ba cạnh bằng St (R là bán kính vòng tròn ngoại tiếp). 






b/ Mở rộng định lý trên cho một tứ điện đều trong không gian. 

c/ Xét xem dinh lý đảo của định lý nói ở phán a) có đúng không ? 
Giải 

a/ Trong tam giác đều ABC, tâm của đường tròn ngoại 

tiếp đồng thời cũng là trọng tâm. 


"= ESI ERNO 


Để ý thấy : x +y +z = = (apem). 


Ы Để ý khi tứ điện ABCD đều nén tám О của mặt câu D 
ngoại tiếp cũng là trọng tâm tứ diện. 

Vì vậy nếu ta kéo dài AO và BO theo thứ 
tự cắt các mặt đáy BDC và ADC tại G và H thì G và H là trọng tâm của hai tam giác đó. 





us MEE Hd ABXRBDa LAB 
MB MA 3 3 
TEES" 
0G-logA- R 
ru е 
Tớ 


Vậy tâm mặt cầu cách các mặt một khoảng cách bằng i; tổng các khoáng cách đó bằng: "S 
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ç Để xét dinh lý đảo có tón tại hay không ? Ta giả sử ta có một tam giác thỏa: 


X +y s= 2% 
x 


Ta xét ba khá náng xáy ra sau dáy : 
O TH,: Tam giác ABC nhọn 
Ta có : x = Rcos BOH = RcosA 
Tương tu ta có : y = RcosB; z = RcosC 


= X + y + z = К(соѕА + cosB + cosC) 





Theo giả thiết : x +y +z = — nên 


cosA + cosB + cosC = (1) 


to|co №! 


Xét hàm đặc trung f(x) = cosx; Vx є (0; 5) 


=> f'(x) = -sinx; f”(x) = —cosx < 0 


BBT Jensen cho: [Att > ҚА) + КВ) + КС) 
= scos 2) > cosA + cosB + cos C 


=> соѕА + cosB + cosC < ; (2) 


Đã có (1) nghĩa là 3ABC sao cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra — A = B = C < AABC déu. 


Vậy : tồn tại một tam giác duy nhất trong các AABC tùy ý thỏa mãn diéu kiện đã cho, đó 
. là tam giác đều. 


О TH; : Tam giác ABC vuông tai А. 


Dé ý tâm O của đường tròn ngoai tiếp tam giác vuông ABC 
là trung điểm của cạnh huyền BC : 








= х= (0); у = na ` 
2 2 
=> х+у+2 = s +e s e (theo giả thiết) 
2 2 
= b + c = ЗК hay b° + c? + 2bc = ӘК? (1) 
Mặt khác dinh lý Pythagore cho : b? + c? = 4R? (2) 
Trừ (1) và (2) ta có : 2bc = 5R2 (3) 


Trừ (2) cho (3) ta có : -R” = b? + c? - 2bc = (b - c)? (vô lý) 
3R 
= không tồn tại tam giác vuông nào thỏa x + y + z = T 
ñ TH; : Tam giác ABC có góc A tù. 
Nhưng các góc C và B đều nhọn 
> z = RcosC; у = RcosB 
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Với А tù = x = Rcos БОН 
= Rcos(r - A) 
= Rcos(C + B) 


= (2525-1 





Lúc đó : 
C+B | 
x + y + z = R(cosC + cosB + 2cos? 2 -D 








cos 








=> x+y+z= R [2,775 “2 зоо) R 








(4) 


=> х+у+2 = 2Ñeos ^ ax СВ) g 














Từ giả thiết : x+y+z= © (5) 
(4) = (5) > сов 8С В, ову) 3 (6) 
2 2 2 4 
Nếu cho C = B thi (1) : cos?C + cosC - È =0 (7) 
<> u = cosC = ye -1 
2 
Dé dàng so sánh được : cos — x « m <] = cosO 


=> Tam giác cân có các góc ở đáy bằng arccos ý6 —I 





là một tam giác có góc tù thỏa mãn 


điều kiện : x + y +Z = Е: 


Vậy định lý đảo chỉ tồn tại khi tam giác không vuông (ycbt). 
Bài 311 (ĐẠI HỌC KHỐI B MIỄN BẮC- 1973) 
Cho tứ diện ABCD. Gọi А’, В’, C', D' lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABCD, AACD, 


AABD và AABC. Chứng minh rằng các đường thẳng AA', BB', CC, DD' cùng di qua một điểm 
au AM. BE OC - DỰ 









СА GB GC GD 7 











Giải 
Gọi M là trung điểm của CD thì AM và BM theo thứ tự là trung tuyến của các tam giác : 
AACD và ABCD. 
=> А’ nằm trên BM và В nằm trên AM. 
= AMA và BB' cùng nằm trong một mặt phẳng đi qua AM và ВМ và chúng cát nhau tại G. 
Vi A, B theo thứ tu là trọng tâm của ABCD và AACD. 


B'A'// AB 
> BM A. гү 
AM BM em 
B'A’ 
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AGAB @ AGAB' > ——-——-—— = 8 


=> АС = ЗСА' và ВС = ЗСВ' 
E = AG + GA' = 3GA' + GA' = 4GA' T AA' BB' 
BB' = BG + СВ = 3GB + GB' = 4GP' GA' GB 
Tương tu xét AA' và СС. 
Lặp lại phép chứng minh trên, ta thấy rằng : 
AA“¬CŒC'ˆ=G, 
AA CC od 
GA GÀ 
pá ç AA ЛА 
G,A’ . GA’ 
chứng minh tương tự cho AA' và DD', cuối cùng ta đi đến kết quả : 
Các đường thẳng AA', ВВ’, CC, DD' cùng di qua một điểm G уа: 
AA" BE CC DE 
— =—;=—;=— = pct); 
GA GB GC GD 
Bài 312 (ĐẠI HỌC KHỐI B - 1976) 
Cho tứ diện ABCD, trong đó AD vuông góc với mặt phẳng ABC, AD = 4a, AB = 3a, AC = 4a, 
BC = 5a, a là một số dương cho trước. 
а/ Chứng minh rằng tam giác ABC là tam giác vuông. Tính diện tích toàn phán và thé tích 
của tứ diện đó. 
b/ Gọi h là chiều cao của tứ diện xuất phát từ A. 
Chứng minh rằng : E = 3 + d + TR 
h^ AB“ AC Ар“ 
d Gọi M là một điểm trên canh AB và МА = x. Người ta cắt tứ diện bởi một mặt phẳng (a) 
di qua M, song song với AD và BC. Tính diện tích của tiết diện tạo thành theo a và x. Xác 
định x để điện tích đó lớn nhất. Chứng minh rằng khi điện tích đó lớn nhất thi thể tích của 
hai phán của tứ diện bị chia bởi tiết điện này là bằng nhau. 
Giải 
а/ Ta có : BC? = 25a? = 16а? + 9а? = АС? + АВ? 
= AABC là tam giác vuông tai A (dpcm). 
Gọi AE là đường cao của AABC. Theo định lý ba đường vuông góc 
= DE là đường cao của tam giác DBC. 


AABC vuông => AE.BC = АВ.АС > АЕ = 





š C 
= 4 và G, G, nằm giữa khoảng hai điểm A, A' nën G, = G. Lặp lai phép 





АВАС _ 12а 
ВС 
ADAE vuông > DE = VAD? +AF? = A 5a 


SABCD = T S M.Sa = 2а? 434 
SxAnc = 2ABAC = 6a” 


S as > AB.AD = 6a? 





бллсо = SACAD = 8a? 
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Vậy diện tích toàn phần của tứ diện là : 
= 2a*(10 + V34 ) (ycbt) 


Còn thể tích của tứ điện là: V = d rA ex i .6a?.4a = 8a? (ycbt). 


b/ Ké AH 1 DE. Vói chá y : BC 1 AE và BC 1 AD 
= BC L AH — AH vuông góc với mặt phẳng DBC. 
=> AH chính là đường cao hạ từ A của tứ diện ABCD. 
ADAE vuông => d; i s а ; А 
AH- AB" АБ 


Trong tam giác vuóng BAC, ta có : 


АВАС vuông = aie " ra 
AE-- AB" "AC 


Cóng theo vé — == РРНК E 5 
I^ AH" AB, АС" "AD? 
c/ Goi MN, PQ là nhüng giao tuyén cüa mát pháng (a) cát vói mát pháng (ABC), (DBC). 
Theo tính chất của mặt phẳng (a) = MN // PQ // BC. 
Tương tự ta có : MQ // NP // AD. 
Do : Ар L (ABC) nén MQ L MN  MNP là hinh chữ nhật. 








x ÂN AM U QUO BEAM чау си 
BC AB AB За. 3 
QM BM _ ом = ADBM _ daGa-x) _ 45 - 1) 
AD AB AB 3a 3 


Vậy : Ѕмхьо = MN.QM = A X(3a-x) (0 «x < За) 


BDT Cauchy => Suspq < N" ачк. = 5а? 
За 
T 
Khi dién tích thiét dién là lón nhát thi M chính là trung diém cüa doan AB, và khi dó N, 
P, Q, R theo thứ tu là trung điểm của : AC, DC, DB, DA. 
"Gọi Vị là thể tích của khói DRPQMNA. Thé tích này bằng thé tích hinh lăng tru đứng 
AMNRPQ cóng vói thé tích hinh chóp DRPQ : 


= maxSwwpo = ба? xảy ra khi : x = За - x < x = 





1 
V, = MQ.SAwx + 3 DR.SAMN (vì SAMN = вро) 


ie ме + Zor) v ME 


Vậy trong trường hợp này thiết điện chia đôi khói tứ diện ABCD (усы). 
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Bài 313 (DAI HOC Y - DƯỢC - NHA - 1978) 
Từ trong tâm G của tam giác đều ABC canh a, ta kë đường vuông góc với mặt phẳng 


аб 
um 





(ABC). Trên đường thẳng đó, ta lấy một điểm S với SG = 


a! Chứng minh các cạnh đối của tứ dien SABC vuông góc với nhau từng đôi một. 
Ы Chứng minh tứ diện SABC đều. 
t Tim bán kính К của hình cầu ngoại tiếp tứ diện SABC. 
Giải 
а/ Ta có : SG 1 (ABC) nén SG là trục của AABC. 
SG 1 (ABC) 
AG 1 BC 


Lý luận tương tu ta có : 





| = B01 SAG) = ВС L SA 





АВ L SC và AC 1 SB = (dpcm). А 
Ы SG là trục đường tròn nên : SA = SB = SC 
Ta có: SA? = SG? + GA?- 85, 38” аз 7 S 
9 9 
= SA = а 
Do tính đối xứng => SA = SB = SC = AB = АС = ВС =a H 
= Tứ diện SABC đều (dpcm). I 


v Độc giả tự giải : 
SI SH _ gj, SA*SH _ n dự. 29 ao A G 
SA SG SG 4 | 

Bài 314 (DAI HOC KIÉN TRÜC - SU PHAM TP.HCM, HUÉ 1978) 


Cho tứ diện ABCD, canh AB vuông góc với canh CD. 
a/ Gọi АА’, ВВ’, СС’, DD' là các đường cao của tứ điện. Chứng minh rằng : AA'. ВВ cắt nhau 
tại H, CC', DD' cát tại K và HK nằm trên đường vuông góc chung của AB và CD. 
b/ Chứng minh rằng : AC” + BD* = AD? + BC”. 
d Ngược lại, giá sử trong tứ dien ABCD, ta có : АС? + BD? + CB. 
Chứng minh : AB 1 CD. 





Giải 
а/ Do AB L CD nên tồn tại duy nhất một mặt phẳng (a) qua AB và vuông góc với CD tai I. 
Ta có : 
AN LCD => AA c (ABI) = (g) và AA' 1 ВІ ` 
BB LCD = BB с (ABD = (a) và BB 1 AI 

Vậy AA', BB là hai đường cao của AABI nên chúng cắt 
nhau tại trực tâm H của AABI. 

Tương tự ta có CC', DD' nằm trong mặt phẳng (В) qua 
CD và vuông góc với AB tại J; CC' và DD' là 2 đường cao 
của ACD.J nên đồng quy tại trực tâm K của tam giác đó. 

Ta có: |CD 1 (ABD = (a) > CD 1 IJ 

АВ 1 (CDJ) = (р) > AB 1 IJ 
— IJ là đường vuông góc chung của AB và CD 
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Do đó IJ là một đường cao của ЛАВІ => H є IJ 

Lý luận tương tự IJ là một đường cao ACDJ — K e IJ (dpcm). 
b/ và c/ Độc giả xem điều kiện Đại số để hai cạnh đối của tứ điện vuông góc nhau. 
Bài 315 (ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG TP.HCM - 1991) 


Cho một tam điện vuông đỉnh O. Trên 3 cạnh của tam diện lấy ba điểm A, B, C sao cho 
AC = 2OB và BC = 20А. 


1/ M và N là chán các đường vuông góc kẻ từ O tương ứng xuống AC và BC. Chứng minh 
rằng MN vuông góc với OC. 


2/ Tính cosin của MON. 

3/ Cho D là điểm giữa (trung điểm) của AB. 
tan“ỐCD) MN 
ап ОСА AB 









Chứng minh rằng : E 


Giải 
1/ Đặt : ОА = a; OB = b; ОС = с 
Ta có: [АС = 2OB = 2b nén AOAC > 4b? = c? + а? (1) 
BC = 20A = 2a nën AOBC = 4a” = c? + b? (2) 


Lấy (1) trừ (2) => ` 5a? = 5b?2<— а =b 
ud AC = BC = 2а 
йу: 

AB = a/2 


(2) = OC = е = a⁄3 
AOAC = AOBC = OM = ON và CA = CB 
AOMC = AONC > СМ = CN 


Mà OC 1 (OAB) = OC 1 AB (4) 
(3) và (4) => OC L ММ (dpcm). 


| => ММ //АВ (3) 





а.ауЗ 3 a⁄3 


2a 2 


2 
AOAC >CM.CA = CO? ` >= СМ = S8 „38 


2a 2 


2/ AOAC = ОМ.СА = ОА.ОС > OM = 


MA е ле a Ме ае 
AB СА 4 4 
Áp dụng định lý hàm số cosin vào tam giác cân ОЙ: 


MN? = 20M? - 20M? cos МОМ 


2 
= cosMON zs (ycbt). 





20M? 4 
izu Ox 0A 248 
3/ Та сб: OC P 
tO = QU. 36 
OC 6 
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Vậy : ten f М NE LE Load (ycbt). 
ќап ОСА АВ a9 4 4 


Bài 316 (ĐẠI НОС NÔNG LÂM TP.HCM - 1993) 

Cho tứ diện ABCD với AB L CD, có I„J lần lượt là trung điểm AB, CD và IJ là đường 
vuông góc chung của AB và CD. 

lí Chứng minh AC = AD = BC = BD. 

1 Với O là điểm trên đoạn IJ. Chứng minh O cách đều hai mặt phẳng (ABC); (ABD) và O 
tách đều hai mặt phẳng (ACD); (BCD). 


Một điểm M trên đoạn AC, mặt phẳng (IMJ) cát BD tai N. Chứng minh MN L IJ và IJ 
| qua trung điểm của MN. 









Giải 
AB 1 IJ 


1/ Ta có AB 1 (CID 
a пеш ( ) 


AB L IC > AABC cân tại C; CI là đường cao AC - CB 
ë epe cân tai D; DI là đường cao ` Pu = 
Từ AICD cân tai I — IC = ID 
= АС = AD (tính chất đường xiên) = AC = AD = BC = BD 
Để ý thấy: => (АВЈ) là mặt phân giác của nhị diện (C; AB; D). 
Tương tự (ICD) là mặt phân giác của nhị điện (A; CD; B). 


Ta có : О є IJ, mà (ABJ) ^ (ICD) = IJ (nằm trong hai mát phán giác của các nhị diện 
(C; AB; D) và (A; CD; B)). 


Vậy O cách đều bốn mặt (ABC), (ABD), (ACD), 
(BCD) (dpcm). 
3| Thực hiện phép đối xứng f = DX(IJ) với trục đối 
xứng là trục LJ, ta có : 


fzBX(üJ): R? —— R? 
Atn 
Với : : SAC t — BD 
C >D 
=Мы—— эм 
Do 46 : LJ L MN tai trung điểm của MN (dpcm). 
Bài 317 (ĐẠI HỌC BÁCH KHOA TP.HCM - 1993) 








Cho góc nhọn «ОЎ với I là một điểm nằm trong «Оў và thuộc đường phân giác của góc 
này. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (хОу) tại О lấy một điểm S cố định (S #0), (P) 
là mặt phẳng qua SI và cắt Ox tại B, Oy tại C. Gọi H là hình chiếu vuông góc của O xuống SI. 

l/ Với vị trí nào của BC thi OH vuông góc với mặt phẳng (SBC) ? 


2/ Gọi E là hình chiếu vuông góc của O xuống (SBC). Với vị trí nào của BC thi E thuộc mặt 
phẳng (SOB) ? 
v3 


T X4 a PE chè I Jas tinh fi 
3 3 2 








3| Trường hợp sOy - 
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Giải 















l/ Giả sử đã có: OH 1 (SBC) 
= OH LBC 
Mà : SO L BC = BC 1 (SOI) 
= BC LOI (1) 


Mặt khác : BOI = COI (2) 
Từ (1) và (2) = ABOC cân tại O 
= OC = OB. 
Vậy với B є Ox; C e Oy sao cho : 
OC = OB thi OH 1 (SBO) (ycbt). 
2/ Giả sử đã có : OE 1 (SBC) = OE 1 BC 


Nhung : SO L BC = BC 1 (SOB) = BC 1 Ox và E e (SOB). Hay với BC 1 Ox thi E thuộc 
mặt phẳng (SOB), với E là hình chiếu vuông góc của O xuống (SBC) (ycbt). 


3/ Xét: Sagoc = Sagor + сој 





S +OBOCain* - 2 (ово! ан OCÓLsin z] 
2 3 2 6 6 


© OBOC/3 = OBOI + OCOI — 2 осуз 2 e OC=1 


Lúc đó tam giác SOC vuông tai O, cho ta: SC = SO? + OC? = VZ (ycbt). 
Bài 318 (ĐẠI HỌC BÁCH KHOA - TỔNG HỢP - Y - DƯỢC - KIẾN TRÚC TP.HCM - 1984) 


Cho tam giác ABC vuông góc ở A, có AC = b, AB = c và BC = a. Gọi H là hình chiếu vuông 
góc của A xuống BC. Trên nửa đường tháng Hx vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại H ta lấy 
một điểm S và đặt HS = h > 0. 


1/ Tính các canh SA, SB, SC của tứ điện SABC theo b, c, h. 












SB+SC 


3/ Giả sử c > b, ta muốn tìm các giá trị của h để có SB = SA + SC. Chứng minh rằng bài toán 
này dẫn về việc giải hệ sau đây : | 


2/ Chứng minh rằng với mọi điểm S trên Hx ta luôn luôn có SA < 






= + (т? +m + 1)х - (т? + m + 1)(mŸ - 3m +1) = 0. 


O«x«m?-m-1 





2 21 2 
Nau đặt: mv m = x. 
b? b* 












ta mới có một tứ diện duy nhất S.ABC | 


J5 +1 
2 


4/ Chứng minh rằng chỉ với điều kiện z > 





thỏa mãn SB = SA + SC. 
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SA? = SH? + AH? = h? + 





b?c? | Ан? = _AC”.AB? J 








b? + с? АС? + АВ? 
4 
у (58° = SH? + НВ? =h? + — 1 
bf + с 
4 
SC? = SH? + HC? = n? +0 5 
Ь + c? 








2 2 
= SA= (ТЖ ° (ycbt) 
=> SB = P tơ (усы) = 8С = P b - (усы). 
b? + с? 


е + SC 

v2 
e 2SA2 < (SB + SC)?  SB? + SC? - 2SA? + 28BSC > 0 
E Hyote me 








2 Ta chứng minh : SA < 





bii + 2SB.SC > 0 
(b? - с2)2 
© —z z *2SBSC»0 (BÐT luôn đúng với mọi S trên Hx) 
b? + c? 
SB + SC 


Nghĩa là > ЗА < ————— (ycbt). 
J/2 


y SB = SA + SC «€ SB? = SA? + SC? + 28A.SC 





2 с“ 2 b?c? 2 b* 
© h —— ERA a + 2 + 0 Ew xc 2 
b^ +c b“ +c bf +c 





2 
Nhán hai vé cúa (**) cho e: , ta được : 


9) a?h? єк, ха с“ с? 
с9 792 pA LEE tb - b? -1 


h? 








-X»0;vih»0 





2 

Di: — = m > 1, vi c > b; ES 
b? b 

Ta thấy rằng việc xác dinh h để cho SB - SA + SC 
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< 24(x + m)(x + 1) = -x + m? — m - 1; với x > 0 và m > 1. 


е Моли. 
<= 


2 


0<x<m“° -m-1 


des da +m + 1)х – (m? + т + 1)(mẺ - 3m + 1) = 0 
c» 


O«x«m?-m-1 


cur + m + 1)? + 3(m2 + m + 1)(mˆ B De Ап” +m +1)(m - 1)? 
4/ Xét 
- сав +m + 1) < 0; Vm 


= fim? - m - 1) = 4m(m -1)*(m + 1) 

Vim>1 = A'>0; S«0;fim-m-1)»0 ' 

— f(x) có 2 nghiệm riêng biệt, mà tổng 2 nghiệm là số âm và т? - m - 1 nằm ngoài 
khoảng 2 nghiệm. 

Muốn bài toán có lời giải thì một trong hai nghiệm phải lớn hơn 0 và m? — m - 1 > 0. 


m?-m-150 (2) 
Vi tóng S « 0, nén phái có : - (m? + m +1)(mÊ - 3m + 1) 
Um TUNER «n (3) 





Giải (2) : mri + vm» 1$ 


Giải (3) : э anii ss ke 


tông 


Giao nghiệm = m > A thì hé (1) có nghiệm duy nhất. 








6 + 245 _ X5 +1)? а V5 +1 
2 te 8 


с 

—> 

b 4 
1 





, ta sẽ có một lời giải xo > 0 duy nhất, vì 

a?h? š bx, b? Ix, 
e e Иве —P © h=— 
b a a 


с J5 +1 
2 


Tóm lại, chỉ với điều kiện b > 


NW 
a 





Q 





ta mới сб một tứ diện duy nhất với SH = h xác dinh. 





và thỏa SB = SA + SC (ycbt). 


Bài 319 (ĐẠI HỌC BÁCH KHOA TP.HCM - 1986) 
Cho một hình tứ diện SABC với SAB, SBC, SCA vuông góc với nhau từng đôi một và có 





diện tích tương ứng là 24cm?, 30cm”, 40cm”. Hãy tính thể tích của hình tứ diện đó. 
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Giải 


xy = 2.24 = 48 
Đặt : SA = х, SB = у, 5С = 2 = {yz = 2.30 = 60 

zx = 2.40 = 80 
Ta lại có: У = = хуг = 5 Jxyyzzx 





=$ У = = V48.60.80 = 56108 = 80 (cm). 


Bài 320 (ĐẠI HỌC SƯ PHAM TP.HCM - 1994) 

Cho tứ diện SABC có cạnh SA 1 (ABC). Nhị diện cạnh SB là nhị diện vuông, cho biết 

SB = a2, BST = 450, ASB = о (0 < a < 909), 

/ Chúng minh rằng BC 1 SB. Xác định tâm và tính bán kính hình câu ngoại tiếp tứ diện 

SABC. 

2/ Tính thể tích tứ điện SABC. Với giá tri nào của a thì thể tích đó lớn nhất. 

3 Xác định a để góc phẳng của nhị diện canh SC bằng 60°. 
Giải 








(SBC) 1 (SAB) 
Кү Ta có: = (SBC) ^ (ABC) = BCL (SAB) 
(ABC) +, (SAB) 
=> BC L SB (đpem). 
- Hình cầu ngoai tiếp tứ diện SABC có tâm là trung điểm W của SC (A và B cùng nhìn SC 


đưới 1 góc vuông) và ta có : ESC = ^ — ASBC vuóng cán 


= SC = а./2.4/2 -2a-R-a (ycbt). 


Y Thể tích tứ diện SABC: V, = S BC.§,„„„ =  BCSA.AB 


Trong 46: [BC = SB = a2 
AB = SB sina = a42 sina 
SA = SB cosa = aJ/2 cosa 


3 : 
a" 42 sin 20 
— sát. = MERE тай (dvtt) 


29 VsABC < Nai (1) 





Đắng thức trong (1) xảy ra €» sin2ơ = 1 а = = (nhọn) 


= maxVsaApc = 3s ,tuong ứng a = I (ycbt). 


34 Dung AI 1 SB; AJ 1 SC 
Та сб ВС 1 (SAB) = ВС L AI = AI 1 (SBC) > AI 1 SC 
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Mà :AJ LSC > SCL(AIJ) > IJ L SC > 6Ð = АЛ = = 


Do : AI L (SBC) => AI L IJ < AAIJ vuông tại I 


AI AI 
tan JI =—— © —— - J3 1 
ns py" А 
АІ = tana.SI 
Với : 
IJ = sin^- Sl = sa (ASIJ vuóng tai J và ISJ = zd 
(1) 
Khi đó : <> pronun "ao vU E . (ycbt). 
v2 2 2 
Suc 






Bài 321 (DAI HOC TÓNG HỢP KHÓI D - 1994) 

Cho tam diện ba mặt vuông Oxyz. Lấy lần lượt trên Ox, Oy, Oz các điểm P, Q, R không 
trùng với O. Gọi A, B, C theo thứ tự là trung điểm các đoạn PQ, QR, RP. 

1/ Chứng minh rằng bón mặt của tứ điện OABC là những tam giác bằng nhau. 

2/ Chứng minh rằng : ABC có cả ba góc nhọn. 







Giải 
AB -lpR 
1⁄ Ta có : А — AB - OC 


Lập luận tương tu — BC - OA; AC - OB 
Vậy bón mặt của tứ diện OABC là những tam 
giác bằng nhau (đpem). 
BC = a ОР = x 
2/ раё: AC =b và 409 = y 
AB =c OE = к 


Áp dụng định lý hàm соз 





“.... 
a oA QAI E 
2ac 
$ 4442. 4 73 
a =—PQ“ = —(x“ + y°) 
"ic Sabi a 
ай ЕРЕС Жой а x? 
Mà: 4b“ =—RQ“ =—(z +y?) сов АВС = — >0 
4 4 4ac 
aI per. 2 (9) 055 
4 4 


2 2 
Hoàn toàn tuong tu : cos BAC = LM > 0; cos ACB = dios >0 
4bc 4ab 


Vậy AABC có cả ba góc nhọn (đpem). 
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Bài 322 (ĐẠI HỌC KINH TẾ TP.HCM - 1995) 


Cho một tam điện vuông đỉnh О. Trên ba cạnh của tam diện lấy 3 điểm A,B,C sao cho 
АС = 2.OB; BC = 2.0A. 


V M, N là chân các đường vuông góc kẻ từ O xuống AC và BC. Chứng minh rằng MN vuông 
góc với OC. 


2/ Tính cos MON. 


3/ Gọi D là điểm giữa của đoạn AB, chứng minh : 








Giải 
(Xem Đề ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG TP.HCM - 1991) 
Bài 323 (ĐẠI HỌC LUẬT TP.HCM - 1996) 





Trong mặt phẳng (P) cho đường tròn (C) đường kính AB cố định và điểm M di động trên 
(C). Gọi S là điểm cố định trên đường thẳng vuông góc với (P) tai A. На AE 1 SB tai E và 
AN 1 SM tại N. 


l/ Chứng minh AN 1 EN. 
2 Chứng minh khi M di động trên (C) thì N luôn thuộc một đường tròn cố dinh 






Giải 
l| Tacó: BMILAM = MB I (SAM) 
= МВ LAN 
Mà : AN LSM = AN L (SMB) 


Suyra: AN 1 NE (dpcm). 
AN 1 (SMB) = AN LSB 


2/ Ta có : 
d И оз 


= 5В1(АМЕ) 
Mà : AE và SB cố định. 
= N thuộc mặt phẳng cố định chứa AE và vuông góc với SB; hay mặt phẳng (AEN) cố định. 
Mặt khác : N luôn nhìn AE duói một góc vuông 
= N thuộc đường tròn đường kính AE nằm trong mặt phẳng qua AE và vuông góc với SB 
(dpem). 
Bài 324 (ĐẠI HỌC Y DƯỢC TP.HCM - 1996) 


Cho tứ diện ABCD với AB = CD; AC = BD; AD = BC. Trong mặt phẳng (BCD) dựng tam giác 
PQR sao cho B, C, D lần lượt là trung điểm các cạnh QR. PR, PQ. Chứng minh rằng AP, AQ, 
AR vuông góc với nhau từng đôi một. 







Giải 
Để ý : С- RQ _ AB = 2 RQ 
Bổ x 


= AAQR có trung tuyến AB bằng ; RQ. 


> AAQR vuông tai А > RA L AQ 
AARP vuóng tai A — AR 1 AP 


d ` 
AAPQ vuông tai A = AQ 1 АР Р 


Tuong tu : | 




















Bài 325 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - 1996) | 
Trong mặt phẳng (Р) cho đường tròn (С) đường kính AB cố định và điểm М di động trên | 
(C). Gọi S là điểm cố định trên đường thẳng vuông góc với (P) tai A. Ha AE 1 SB tai E và AN | 
1 SM tai N. | 
1/ Chứng minh AN LEN. 
2/ Chứng minh khi M di động trên (C) thì N luôn thuộc một đường tròn có định. 
Giải 
(Xem ĐẠI HỌC LUẬT TP.HCM - 1996) 
Bài 326 (ĐẠI HỌC NGOẠI NGỮ HÀ NỘI - PB - 1997) 
Cho hình chóp O.ABC với OA, OB, OC vuông góc với nhau từng đôi một và OA = a, OB = b, 
OC = €. 
1/ Kẻ OH vuông góc với mát phẳng (ABC). Chứng minh Н là trực tâm của tam giác ABC. 
2/ Chứng minh rằng nếu H là trực tâm của tam giác ABC thì OH vuông góc với mặt phẳng 
(ABO). 
3/ Tính điện tích tam giác ABC theo a, b, c. 
4/ Chúng minh rằng : a*tanA = b*tanB = c?tanC. 
Giài 
l| Tacó: ОН 1 (АВС) > OH 1 BC. 
Mà : AO 1 BC 
Nên : BC 1 (OAH) => BC І AH. 
Tương tu, ta có: BH L AC; СН L AB. 
Vậy : H là trực tâm AABC (dpcm). 
2/ Giả su, H là trực tâm AABC. 
AH 1 BC 
Ta có : 
= 1 BC 


Tương tự : AC 1 OH. 
Vậy : OH 1 (ABC) (dpem). 


3 Tacó: BC = у? + с? 
Gọi: К = BC AH b BC 1 (АКО) =». ВСІ ОК 


OB.OC £ bc 
BC b? + c? 










A 


= BC L (AHO) > BC 1 OH 





Suy ra: OK = 





(ab)? + (ac)? + (bc)? 
b? +c? 


Vậy: Sanc = 5 AK.BC = > Vab? + (ac)? + (bc)? (усы) 


2.2 4 
4 тас BERT С OB z OKTE p u PO LOU шы 
b «c "b" *c 


AK = VAO? + OK? = 


2 
us BE 28 xen Khi đó trong AABC : tanB.« АЁ 
b” + c° BK 
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————————ễ——— r F. .-í Í. F N — — —.-— — 
° == 


=> tanB = 


= b2tanB = Jab)? + (ac)? + (bc? 


a”.tan A = X(ab)? + (ac)? + (bc)? 


(ab)? + (ac)? + (bo)? 4b? + c? X (ab? + (ac)? + (bc)? 
b? b? 


Tương tu : 
cˆ.tanC = (ab)? + (ас)? + (be? 
Vậy : a”.tanA = bỶ.tanB = c?.tanC (đpem). 
Bài 327 (ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG TP.HCM KHỐI A, D - 1998) 
Cho tam diện ba mặt vuông Oxyz. Trên Ox, Oy, Oz lần lượt lấy các điểm A, B, C. 
V Hãy tính khoảng cách từ O đến mặt phẳng (ABC) theo OA = a, OB = b, OC = с, 
2 Giả sử điểm А cố định còn điểm B và điểm C thay đổi nhưng luôn thỏa màn OB + OC = 
OA. Hãy xác định vị trí của B và C sao cho thể tích tứ diện OABC là lớn nhất. Chứng minh 
rằng khi đó bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ điện OABC lại là nhỏ nhất. 
Giải 
V Dựng OKL ВС > BC 1 (AOK) (1) 









(1) 
Dung OH L AK = ОН L(ABO)tai H (do :=> ВС L OH). 
Khi dó ta có:  d|lO;(ABC)|- OH 











AAOK vuông tai О > — = l , 1- 
^ OH? OA? OK 
i 1 1 1 
ABOC vuóng tai O — = — +— 
ОК? OB*. oc 
=5 DE ЕЗ Sí + ZR + e. 
ОН? OA? OB? ОС? 
y 
= OH = abc (ycbt). 


Ja? + b? + с? 
2 Xem Đề ĐẠI HOC NGOẠI THƯƠNG - РЁ 2 - 1995. 
Độc giả có thể thay A bằng S; M bằng C và N bằng B. Khi đó : 
OB + OC = OA = ON + ОМ = a (ycbt). 
Bài 328 (ĐẠI HỌC DÂN LẬP NGOẠI NGỮ TIN HỌC - CPB - 1998) 
Cho tứ điện SABC có cạnh SA L (ABC), nhị diện canh SB là nhị diện vuông. Cho biết 


anh SB = av⁄2, ÉSC = 45°, АС -a (0<a <3). 


l/ Chứng minh rằng BC 1 SB. Xác định tâm và bán kính hình cầu ngoại tiếp tứ điện SABC. 
2/ Tính thé tích tứ điện SABC. 







Giải 
(SBC) L (SBA) 
(ABC) 1 (SBA) 
Mà: BC =(SBC)¬(ABC) Nên: BC L (SBA) 2 BC 1 SB. 
Khi đó : A; B cùng nhìn SC dưới một góc vuông. 


l/ Nhị diện (SB) vuông => | 
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Vậy SABC nội tiếp hình cầu đường kính SC có tâm O là S 
trung diém SC (ycbt). 
ESC = 

Ta có : 


SBT = 


TL 
4 = ASBC vuông cán tai B 
л 
2 


- SC =2 .SB = 2a >Re Dy = a (yeb0) | 





2/ Thé tích tứ diện là : Vsapc = 5 BCSsan d s BCSA.AB 


cosa = 28 
SC 


AB = SB? - SA? = aj2(1 - 2cos? a = aJ2(- cos 2a) << 


Ta có : 


Vậy : Vsapgc = а? cos œ/(— cos 20) ; š «a« = (ycbt). 


Bài 329 (ĐẠI HỌC HÙNG VƯƠNG KHỐI A - 1998) 


Cho tứ diện OABC có OA, OB, OC đôi 
OA = a, OB = b, OC z c. 

1/ Chúng minh tam giác ABC có ba góc đều nhọn. 
2/ Tính diện tích tam giác ABC và bán kính hình cầu ngoại tiếp tứ điện OABC. 
Giải 












một vuông góc nhau tại O. Cho 


1⁄ Áp dung dinh lý hàm cosin, ta сб: 
АВ? + AC” - ВС? 


А = 
А 2AB.AC 
а? +b? +а? +e? -p?.— с? 
€» COSÀ = ——— 
2\(a? + b?Xa? + c?) 
2 
<> ЕТ Án U 


(a? + b2)(a? + c?) 
Nên A là góc nhọn. 
b2 c? 
Tương tự : cos B = ——————————— > 0; cossC = — > 0 
(a? + b? Xb? + c?) (a? +c? Xb? + c?) 
Vậy AABC có ba góc đều nhọn (đpem). : 


2/ Dựng : OH 1 (ABC). Độc giả có thể xem Câu 3 Dë ĐẠI HỌC NGOẠI NGỮ HÀ NỘI - PB - 
1997; để có kết quả. 
Gọi I là trung điểm AB. Tâm O' của mặt cầu ngoại tiếp sẽ nằm trên đường thẳng II' vuông 


góc với mặt phẳng (OAB) và cách I một đoạn z 
: = va?+b?+c? 
Tacó: R=OƠOƠ'= JOI + ОТ «гәт 
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Bài 330 (ĐẠI HỌC DÂN LẬP HỒNG BÀNG - KHỐI A - 1998) 
| Hình chóp SABC có đáy là tam giác cân AB = AC = a, (SBC) 1 (ABC) và SA = SB = a. 
l/ Chứng tỏ rằng SBC là một tam giác vuông. 
[2 Xác dinh tâm và bán kính hình cầu ngoại tiếp hinh chóp biết SC = x. 
Hướng dẫn 
(Xem Đề ĐẠI HỌC TÀI CHÁNH KẾ TOÁN - 1993) 
Bài 331 (DAI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHỐI B - 1999) 


Cho tứ diện ABCD có AB = CD = 2x (0 < x < 32 ) và AC = AD = BC = BD = 1. Gọi I; J lấn 


lượt là trung điểm của các canh AB và CD. 
l/ Chứng minh AB 1 CD và IJ là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng AB và CD. 


2/ Tính thể tích tứ diện ABCD theo x. Tim x để thể tích này lớn nhất và tính giá trị lớn 
nhất đó. 





| Giải 
SP CS sAnrdđp — 
`. lOtcan > ^ 


Tương tu : CD 1 IJ 


Vậy IJ là đoạn vuông góc chung của AB và CD 
(ёрет). 


Y Ta có: IJ = VID? - DJ? = 41 - 2x? 


Diện tích АІС” : S¡cp = ŽIJ.CD = xJ1- 9x2 





1 
Khi đó : VABCD = VAICD + Vipcp = з Siop (AT + IB) 


=> М(х) = У ABCD = xti về 2x? (ycbt). 


Áp dụng BĐT Cauchy — V*(x) = tatu – 2x?) < Al ¬ 
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V € — 1) 
^ YABCD $75. ( 


3 
d 


Dấu dáng thức xảy ra trong (1) khi và chỉ khi : x? = х? = 1 - 2x? — x = 


о lầm 


уау: max(VAncp) = za xảy ra khi và chỉ khi : x = A (ycbt). 


Bài 332 (ĐẠI HỌC HUẾ - KHỐI D - 1999) 
Trên nửa đường tròn đường kính AB = 2R lấy một điểm C tuỳ ý. Dựng CH vuông góc với 
AB (H thuộc đoạn AB) và gọi I là trung điểm của CH. Trên nửa đường thẳng It vuông góc với 
mặt phẳng (ABC) tại I lấy điểm S sao cho ASB = 90°. 

И Chứng minh tam giác SHC là tam giác đều. 

2/ Đặt AH = h. Tính thể tích V của tứ diện SABC theo h và R. 
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Giải 
SI 1 (ABC) = SI L AB 
CH 1 AB 
=> AB1(SCH) = AB1SH 
Trong AASB vuông tai S = SH? = AH.BH 
Trong AACB vuông tai С > СН? = AH.BH 
= SH = CH = ASCH cân tại H 
SI 1 CH 
CI - IH 
Vậy ASCH là tam giác đều (dpcm). 


1/ тае: | 


Mát khác | — ASCH cán tai S 


AABC vuông tai С — AC? = 2Rh 
2/ Ta сб : 4AAHC vuông tai Н > HC? = 2Rh - n? 


ASHC déu =8I- УЗВЕ) 


2 





Diện tích ААВС : Sanc = —AB.CH = R Jh(2R - n) 


= VsABC = i .SI.SaAnc - L Rafar ss h) (ycbt). 


Bài 333 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHỐI D - 1999) 


Trong mặt phẳng (P) cho hình vuông ABCD canh a, có tâm là O. Trên nửa đường thẳng Ах, | 
Cy vuông góc với (P) và ở về cùng phía đối với (Р) lấy lần lượt hai điểm М; N. Đặt AM = x: Í 
CN = y. 





t2 








1/ Tính độ dài MN. Từ đó chứng minh rằng, điều kiện cân và đủ để AOMN vuông tại О là xy = —. | 


2/ Giả sú M; N thay đổi sao cho AOMN vuông tai O. Tính thể tích tứ điện BDMN. Xác định 


3 
x; y để thể tích tứ điện này bằng T ; 





l/ Ta có: AC = VAD? + DC? = aJ2 
Ha MM' 1 Cy 2 CM' = x; MM' = a 2 
Khi đó : MN = JM'M? + M'N2 = (раг «(y -x) 


Giả sử AOMN vuông tại O 
=> MN? = NO? + ОМ? 


2 2 

2 a ° a 2 

c 92a^«(y-x) = у? 4 — 4x 
conos regt s 











a? 
< xy = š (dpcm). 


2/ Ta có : BD L (CON) > BD L NO 
Mà : MO 1 NO; nén: NO 1 (MBD) 
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Khi đó, thể tích BDMN là : 


l l a? ;1 a? 2 a? 
VBDMN = 3NOSwpp - 3 > ty a2 ` ТУ) 


3 
a` 


Khi VppwN = P 


< х + Уу = => 

diit" 
a? 

Mà khi AOMN vuông tai O thi xy = Ti Ta có hệ phương trình : 
x 
5 

: 

a^ y- 
ХУ = — 
= | 
х= 
Bài 334 (DAI HOC LUẬT - РАІ HỌC XÂY DUNG HÀ NÓI - 2000) 
Cho 4 diém A, B, C, D. Chüng minh ràng : 


l| AB 1 CD khi và chi khi AC? + BD? = AD? + BC?. 
J Nếu AB LCD và AD 1 BC thì AC L BD. 


xy 


II 


>| 
јо > njis ° 


(ycbt). 











V Xét: AD? + BC? = AD «BC. 
-= =2 —! 
< AD? + BC? =(AB+ BD) + (ВА + АС) 
© Ар? + ВС? = АВ? + BD? + BA? + AC? + 2AB(BD + СА) 
o AD? 4 BC? = BD? + AC? + 2AB +2AB BD + CA) A 
c Ар? + ВС? = BD? + AC? + 2AB(BD + CA + AB) 
© Ар? + ВС? = ВЮ? + AC? «2.ABCD (%) 
(do hệ thức Chales) 
Để ý: AB LCD = ABCD=0 B 
(*) 
Nên : > AD? + ВС? =BD? + AC?  (**) (đpem). 
© Ghi chú ¡ : Đẳng thức (**) còn gọi là ĐIỀU KIỆN ĐẠI SỐ (Điều biện cán và đủ) ĐỀ HAI 
CANH ĐỐI CỦA MỘT TÚ DIỆN VUÔNG GÓC NHAU LÀ TỔNG BÌNH PHƯƠNG CỦA HAI 


CẶP CẠNH ĐỐI DIỆN CON LAI BÀNG NHAU. 
2/ Xét điều kiện (**) cho tứ diện ABCD. Ta có : 


AB LCD e» AD? + BC? = BD? + AC? (1) 
AD.LBC «» AB? + CD? = BD? + AC? (2) 


So sánh (1) và (2), ta được : AD? + ВС? = АВ? + CD? (3) 
DD. 
> AB l BD 


© Ghi chú ; : Điều kiên: = LCD ““ АС 1 BD là DIÉU KIỆN ĐẠI SỐ (Điều kiện cán uà đủ) 


ADLBC 


THỨ NHÌ РЁ HAI CANH ĐỐI СОА MỘT TÚ DIỆN VUÔNG GÓC NHAU LÀ: HAI САР 
CANH CON LAI VUÔNG GÓC NHAU. 
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Bài 335 (DAI HOC KINH TẾ QUỐC DÂN — KHỐI A — 2000) 
Cho tứ điện ABCD có các cạnh thoả mãn hệ thức : 
АВ? + CD” = AC? + BD? = AD? + BC? 


Chứng minh rằng trong 4 mặt của tứ diện phải có ít nhất một mặt là tam giác có cả ba 
góc đều nhọn. 










Giải A 
Xét tứ diện ABCD với điều kiện đã cho sẵn như sau : А 
АВ? + CD? = АС? + ВЮ? = Ар? + BC? (1) | 


Giả sử А, = БАС > 90° (không nhọn). 
Lúc đó dinh lý hàm cos cho ta : 


ВС? = AB?+ AC? — 2AB.AC.cosA; Ау D 
= ВС? > АВ2+ AC? (2) (vi cos БАС <0) n N 
| АВ? + Ср? = Ар? +BC? (3) В 
Từ (1) cho : 
АС? + BD? = AD? + BC? (4) 


Từ (2) & (3) = BC” + (АВ? + CD?) > (АР? + BC?)+ (AB?+ AC?) Сг) 
= CD? > AD? + AC? = А» = CAD > 90° E 
Tương tu, (2) & (4) suy ra : 
BC” + (АС? + BD?) > (AB? + AC?) + (AD? + BC?) 
= BD?» AB? + AD? > Ás = БАР > 90° 
Tóm lại ta có : А; А»; Аз » 90? (không nhọn). Nghĩa là, tai một dinh nào đó nếu có một 
góc không nhọn thì hai góc còn lại cũng không nhọn, do đó nếu có một góc ở một đỉnh nhọn thì 
hai góc còn lại ở đỉnh đó cũng nhọn (*). 
Thật vậy, nếu AABC không là tam giác nhọn, chẳng hạn A, > 90°. Theo chứng minh trên 
thì các AABC; AACD; AABD thứ tự có B, và C¡; C; và Dạ. Dạ và Вз đều nhọn (vì mỗi một trong 
ba tam giác vừa nói chỉ có được 1 góc không nhọn ở đỉnh). 


=> các góc phẳng ở ba dinh B; C; D đều nhọn. 
(*) 
=» ABCD nhọn (trong ycbt) = dpcm. 


ĐỀ TƯƠNG TỰ 

Bài 336 (ĐẠI HỌC SƯ PHẠM KHỐI B - 1978) 

Cho tứ diện ABCD với cạnh AB = a. Gọi G là trọng tâm của tam giác BCD. 
a/ Chứng minh rằng AC 1 (BCD); tính độ dài AC theo a. | 
b/ Lấy M trên đoạn BC, N trên đoạn CD. Đặt CM = x (0 < x < a), CN = y (0 < y < a). Tính | 
thể tích của tứ điện ACMN theo a, x, y. 
Bài 337 (DAI HOC KHÓI В - 1981) 

Cho hai đường thẳng chéo nhau d và d', d 1 d' nhận IJ = h làm đường vuông góc chung. x 
Lấy A; B e d và có IA = b. Lấy M e d' và JM = m. 
a/ Tìm thể tích tứ điện ABMJ. 
b/ Kẻ BC L AJ. Gọi H là trực tâm ACAM. Chứng minh : BC 1 (CAM) và MA 1 BH. 
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Hướng dẫn 
a У = < hm(a + b). b/ Độc giả tự giải. 


_Bài 338 (ĐẠI HỌC VĂN НОА HÀ NỘI — 1998) 

| Tứ điện ABCD có CD = 2a, các cạnh còn lại đều bằng ау/2. 

|а Chứng minh : CAD = CBD = lv. Ы Tim Sẹ tứ điện. 
[d Chứng minh mp (ACD) 1 (BCD). 






Huóng dán 


al ABCD = AACD (ccc) > CBD = 1v. 
Ы S, = a*2 + J3) 
Ç Theo định lí đảo Pythagore thì АТВ (dpcm). 


Chuyên dé 15: HÌNH LÁNG TRỤ - HINH LÁNG TRỤ CUT 


L GIẢN LƯỢC KIỀN THÚC TÔI THIÉU 
| D DN. : Hình lăng trụ là một khói đa diện có hai 
| mặt (bằng nhau) nằm trong hai mặt phẳng song 
song ((a) và (В)) goi là đáy và tất cả những cạnh 
không thuộc hai đáy đều song song nhau. 
| 0 DN; : Chiều cao hình lăng tru là : h = d[(a); (8)]. 
© Ghi chú: 
> Các mặt bên của hình lăng trụ là hình bình hành. 
> Ta có thể nói một hình lăng trụ được xác định khi 
biết một đáy và một cạnh của nó. 
ñ DN; : Mặt chéo là thiết diện chứa hai cạnh bên 
không cùng ở trong một mặt bên. 
О DN, : Mặt phẳng vuông góc với cạnh bên cắt А 
hình lăng trụ tạo nên thiết diện thẳng S,. 
+ TA CÓ THỂ PHÂN LOẠI LĂNG TRỤ NHƯ SAU : 
n DN;: Lăng tru đứng là lăng trụ có cạnh bên 
vuông góc với đáy. Khi cạnh bên có không vuông góc với đáy ta có lăng trụ 
xiên. 
* Trong lăng trụ đứng thì : 
> Cạnh bên là đường cao. 
> Thiết diện thẳng bằng đáy. 
> Các mặt bên và mặt chéo đều là hình chữ nhật. 
O DN; : Lăng trụ đều là lăng trụ đứng có mặt đáy là đa giác đều. 
Lăng trụ đều có các mặt bên đều là những hình chữ nhật bằng nhau. 
n DN; : Lăng tru cụt là lăng tru có hai mặt đáy không song song. 
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® Trong lăng trụ cụt thì : 
> Các cạnh bên đều là hình thang hay tam giác. 
> Các cạnh bên không bằng nhau. 

* Tính chất 1 : Diện tích xung quanh. 


> Làng trụ đứng, lăng trụ đều : [S - | 
° Tính chất 2 : Diện tích toàn phán : [Sip = $4 + Z2] 


* Tính chất 3 : Thé tích 


> Lãng trụ tam giác : v [82555 


В ; a, b, c là 3 cạnh đáy. 
• TA CÓ MỘT SỐ HINH LĂNG TRỤ ĐẶC BIỆT SAU : 
O DN; : Hình hộp là hình lăng trụ có một đáy là hinh 
bình hành. 

> Sáu mặt bên là hình bình hành. 
O РМ»: Hình hộp đứng là hình hộp có các mặt bên là 
hình chữ nhật. 
O БМ»: Hình hộp chữ nhật là hình hộp đứng có đáy là 
hình chữ nhật. 


Đường chéo : |d = уа? + b? «c? | a, b, с: ba kích thước. 


> Diện tích xung quanh : |S,, = 2(a + b)c 


> Diện tích toàn phần : |S,, = 2(ab + be + ca) 


> Thể tích : | 

DN;, :Hinh láp phuong là hinh hóp chü nhát có 
mót mát bén là hinh vuóng. 

> Sáu mặt hinh lập phương đều là hinh vuông (canh a). 


Đường chéo : 


Diện tích xung quanh : |S¿ạ = 4a 





А' 


2 


Diện tích toàn phán : |S, = ба? 


Thé tích : |V = a| 
II. CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 339 








Cho hình hộp chữ nhật. Gọi ơ, B, y là góc tạo bởi một đường chéo của hình hộp với ba cạnh 
cùng phát xuất từ một đỉnh. 


1/ Chứng minh : cos*a + cos?B + соѕ?у = 1 (1) 

2/ Chứng minh : 44cos? a + 1 + (4 cos? B+1+ \j4cos? y+1<421 
| Giải 

1/ Xét đường chéo BD' = d của hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'CD. 
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Đặt : а = AB ; В = CBD;y 


E P 
I 


ABAD' vuông ở A — cosa = P 
Tương tự => cosß = > và cosy = 1 
2 2 2 2 рЫ? + с? 
=> cos" а + cos" [3 + cos” y = ¬ã 





Theo tính chất đường chéo ta có : а? = а? + bể + c? 
=> cos^a + cos? B + cos? y = 1 (1) (dpcm). 
Y Áp dụng bát đẳng thức Schwartz 


=> 1.V4cos? a +1 « 144 cos? p + — ү+1 < 


(12 +12 + 1!)(4 соз? a + 1 + 4cos? B+1 cos? Y*D 


а cos? a + 4cos” В + 4cos”y+3) = 4/21 (dpcm). 


HL GIẢI TOÁN THI 

Bài 340 (DAI HOC KHÓI B - 1976) 

| Cho một hình lăng trụ đứng có đáy ABC là một tam giác vuông góc ó B, có các cạnh bën là 
AN, BB', CC. 

|а Chứng minh rằng tam giác AB'C' là tam giác vuông, còn tam giác ABC không thể là tam 


| giác vuông. 
Ы Chứng minh rằng hai tam giác AB'C' và ABC chia hình lăng tru thành ba hình chóp có 


thé tích bằng nhau. 
о Biết diện tích đáy (ABC) là S, cạnh BC bằng a, góc giữa AC' với mặt phẳng đáy bằng a, 
| tính diện tích toàn phần của hình chóp А.А'В'С'. 
Giải 
a Dé ý thấy lăng trụ АВС.А'В'С là lăng trụ đứng. 
=> BC L(AA'BB) > AB' > BC L AB; mà ВС // BC 
> BC LAB = AABC' vuông tại В’. (dpcm) 
ñ Thật vậy giả sử AAB'C vuông tai C = AC L ВС mà: АС 1 CC 
> AC 1 (BB'C'C) (điều này mâu thuẫn với AB 1 (BB'C'C). 
ñ Tương tự ta cũng chứng minh được rằng AABC không thể vuông tại А hay tại В. Vậy 
AABC không thể là tam giác vuông (dpcm). 
bí Gọi đường cao của lăng trụ đứng ABC.ABC' là CC' = h, diện tích đáy của nó là 








dt(AABC) = dt(AA'B'C') = S. Ta сб: C 
VABC.A'B'C' - Sh 
V. kasa = AA dt(AA”B'C9 - ;Sh 
1 : 1 
Vp: ABC = 2H At(AABC) = 3h С 


=> VA B'C'C = Sh ЕС) = ; Sh 
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> VAABC = VB.ABC = VABCC = 358 


Vậy hai tam giác ABC và АВС chia lăng tru thành ba phần bằng nhau (dpcm). 
c/ Hình chóp A.A'B'C' có bón mặt AA'B', ABC, AAC, ABC' đều là những tam giác vuông. 


Ta có : 
АВ = АВ = 25. _ 2S 
BC a 


AC = AC = ВС? + AB? = 1455 + 452 
a 
AA' = BB = CC' = AC.tana = ở Jes + 4S2 tang 
a 
АВ' = JB'B? + АВ? = m a^ tan? a  4S?(1 + tan? a) 
a 
1 t r , 
SAA'B'C' = S = 258 „В G 


Saag = AA. AB' 
Mà : : 
SAAA'C' = QAM NO 


SAAB'C' = Z AB' B'C' 
1 ' + ' ' ' 1 ' ' ' ' ' 
> S,, = —BC(ARB + АВ) + —AA(AB' + AC) 
RAE 2 


=> E E a^ tan” a + 4S" (1 + tan? Va tana + 487 + їал®а) + 
1 
a 


2 
. а^ + 45? tan tand|S 1 casi] 
a a 
= 8 = =(25 + ја? tan” œ + 48?(1 + ар?а) + 


a a 





+ y Na + 4S? tana(2S + Jai + rJ 
a 
=> s, = SỈ + Vài 487), z Vat tan” a + 4S2(1 + tan? a) + 
a 


n 





+ (a^ + 4S?) (ycbt).. 





Bài 341 (TT ĐÀO TẠO VÀ BỒI DƯỠNG CÁN BỘ Y TẾ TP.HCM - 1991) | 
Cho hình lăng trụ đứng АВСА,В,С, đáy ABC là tam giác vuông, AB = AC = a, đường сао АА, = 

h. M, N lån lượt trên AA, và BB,. Đặt AM = x; BN = y. 

1/ Tìm các điều kiện của a, h, x, y dé tam giác CMN vuông. 


2/ Cho h = = , tim tam giác vuông CMN có diện tích lớn nhất. Tìm điện tích đó. 
3/ Cho h = 3a. Tìm tam giác vuông CMN có diện tích lớn nhất. Tìm diện tích đó. 
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Giải 
1/ Áp dung định lý Pythagore, ta có : 
МС? = а? + x? 
NC? = 9a? + y? 
MN? = a? «ly -xf = a? + y? + x? - 2ху 
Khi dó ACMN vuông tai C 
œ MN” = MC” + NC2 
e а? + y? + х? — 2xy = a? + x? + 2a? + y? 
c -xy = а? (vô lý) 
Vậy không tồn tại a, h, x, y để ACMN vuông tại C (ycbt). 
2 Tương tự ACMN vuông tai M 
с МС? = МС? + MN? 
€ 2а? + у? = а? + х? + a? + y? + х? — 2xy 
x=0;Vy:0<y<h 
x=y (0<x,y<h) 


Do đó ACMN vuông tai M nếu trong lăng trụ ABC.A;B¡C; xảy ra một trong hai khả năng sau: 
ñ TH: М = A,V N є ВВ, (ycbt). 
OTH,: AM=BN < MN // AB (ycbt). 
Y ACMN vuông tại N < МС? = МС? + MN? 
e а? + х? = 2a? + y? + а? + y? + x? — 2xy 
c yˆ-xy+a?=0 (1) 
Vậy ACMN vuông tại N thì các độ dài a, x, y phải thỏa mãn điều kiện (1). 
Do : 0 < y < h (2), nén phương trình (1) phái có nghiệm y thỏa điều kiện (2). 
Đặt fly = y” - ху + a°. Ta có : Ap = x?-4a?20 & x>92a(dox>0) 





e х(х- у) = 0 © | 


f(0) = a^» 0 
15:25 
fh) = h? -hx + a?,nén:flh)-0 © х= 3 а 
E, o= 5.0 qozzo 
2 2 
р.х 
2 2 
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2 2 
Nhận xét : Do h < 2—2- < а? > 0 
và do 0 < х < h nén ta phải chọn 2a < x < h (3) 
Vậy với điều kiện (3) thì (1) cho ta hai giá trị của y thỏa (2) và lúc đó ACMN vuông tại N. 
2 2 
* Mặt khác (1)= x= “——~®~ (y 4 9) 
y 


y? +а? 

Do 0 < x < h (4) nên ta có: 0 < ———— <h «e» g(y = у -hy + а? < 0 (5) 
Với điều kiện (3), ta được hai giá trị y thỏa (2). Vấn dé còn lai là ta tìm điều kiện dé (5) 
được thỏa : А, = h? - 4a” > 0 (theo (3) = h > 2a) 


h - Jh? - 4a? h+ Jh? – 4a? 


Đến đây (5) © sa at (6) 
UA. 41.2 hs 7173 
Da có; 2а 4а. 0 уа — Sh 


Vậy khi (6) thỏa thì (2) thỏa. 


Kết luận : để ACMN vuông tại N thi các độ dài a, x, y đồng thời phải thỏa điều kiện (1), 
(3) và (6) (ycbt). 


2/ Với h = s: < 2a, điều kiện (3) không thỏa nên ACMN chỉ có thể vuông tai M. Theo 10), 


xét hai khả năng xảy ra : 
O TH: M = A và VN є BB, 








3maxdt(NAC) < 3maxNA  3max y? +a? © у= В = A 
2 2 
Vậy  maxdt(NAC) = ŽAC. max(NA) = Laj, +a it 
O TH;: MN // AB & x = y: ANMC có cạnh góc vuông MN = a 
3maxdt(NMC) < 3maxMC — 3max yx? +a? © x=h= =. 
2 2 
= maxdt(NMC) = tA a? s. _а?у13 | 
2 4 4 
© Kết luận : : 
2 
1 
O Vớih = ŽA АОММ chỉ có thể vuông tại M, và maxdt(CMN) = : e xảy ra tai hai vi trí: 
AAB,C (vuông tai A) với x = 0, y= 32 
: š 3a 
AAB,C (vuông tai A,) với x = y = =: 


3/ Với h = За > 2a = điều kiện (3) thỏa nên tam giác CMN có thể vuông tại M (đã khảo sát 
riêng ở câu 2) hoặc vuông tại N (với h = 3a). Ta khảo sát ACMN tại N. 


240 





(3) => 2а < x < За (3) 


Khi h = За = = 
oh do ur m Сек a(3 + 5) 


6' 
2 (6) 


Từ (1) > ММ? = y? -xy + a? + x? -xy 
2 | 
2 2 2 
=$ ММ? = x”- xy = ud - (у? + а?) = (ata y’) 
y 


2 2 
Đặt : t = y? б) е (7-345) < t < 5- (+85) (7) 


2 
Lúc đó: dtNMC) = 4 NC? NM? = = (2a2 + t) (a? + t) 


2 4 
э dtXNMO) = : (eee) = Z(t) 


2 4 Ты sP. 
> Z(t) нарро , 24^ a, za) a Ric. DE 
4 t 4 t? 4 t? 


Ta có báng bién thién : 





a^(7-345 | „(a?(7+ 345 


4 
=> maXZ = vB o Js За? о XI x "a (9 « 5) 


2 
Váy maxdt(NMC) - = = xảy ra khi : 





2 
t=y?= SG - 346) € y =Ñ r —— thỏa (6`) 


2 2 
Lúc đó х= `» d = E + VENA 3 thỏa (3`). 
y 





Ô Kết luận : 
: o a. ; 
Trong trường hợp h = За > ANMC vuông tại M và ИС) = ‚ хау ra khi và 
= =h=8 
chi khi |” 7 ^ 
х= Олу = = За 
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2 
Còn lại ANMC cũng có thể vuông tại N và maxdt(NMC) = а (309 + Б) xảy га khi và 


x = Pi + J5), 


chỉ khi (ycbt). 
7 - 815 

2 
Bài 342 (DAI HOC AN NINH - CÁNH SÁT - KHÓI A - 1997) 
Cho hinh hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D.. Gọi а là góc phẳng nhi diện (B'; CD, B). 
1/ Xác dinh a và chứng tỏ rằng : Sgen = Әвср х cosa. 


2/ Cho AA' = a và đường tháng B'D tạo với mặt phẳng (ABCD) một góc có số do p, đồng thời 
đường thẳng BD tạo với mặt bên BCC'B' một góc y. Tính thể tích hình hộp chữ nhật 
ABCD.A'B'CD' theo а, B, y, a. 


у =з 




























Giải 
1⁄ Để ý thấy góc phẳng nhị diện (В; CD; B) là BCB' = a. 
ABCB' vuông tại B 


r 


=> cosa = Be = ВС = cosa.B'C 
BC 





= 1 BC.CD = 1 B'C.CD.cosa 
2 2 
= Sap? S on cosa Чим). 


2/ Ta xét các yếu tố : 

• BD là hình chiếu của B'D lên mặt phẳng (ABCD) nên ВОВ” = p. 
• BC là hình chiếu của B'D lên mặt phẳng (BCC' B) nên CBD- Y 
• ABBD vuông tai B và AA = BB'= a 


> sin Er siap =-= Ru Hie 








BD BD sinf ` 
• ACBD vuông tai C > CD = BD.siny = ADI 
sinp 
• ACBB vuông tai B > ВС = BR = a. cota. 
а 


Khi đó, thé tích hình hộp ABCD.A'BCT là : 


sin 


V ABCD.A'B'C'D' = BB'.BC.CD = aš cota. - Y (ycbt). 
sin 








Bài 343 (DAI HOC QUÓC GIA HÀ NÓI - KHÓI D - 1999) 


Cho hình lập phương ABCD.ABŒCTD'. Dựng mặt phẳng chứa đường chéo AC của hinh vuông | 
ABCD và di qua trung điểm М của canh В С. Mặt phẳng đó chia hình lập phuong thành hai | 
phán. Tính ti só thé tích cua hai phán dó. | 
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Giải 
Gọi: MN = (ACM) ^ (A'B'C'D). Ta có : AC // (A'B'C'D) 
Nên : MN // AC “AC. 
Нау N là trung điểm của A'B'. 


* ^ . — 3 
Goi a là canh hinh láp phuong, ta có : V Huy ah 


Mặt khác thể tích hình chóp cụt ABC.NBM là : 
1229 im 
i = fm (Sanc + SNB'M T SABC SNB'M ) 


sử a^- ЖЕП д2 Eq 3 
ABC.NB'M anle X E — эм 





Suy ra: V AB nà = a° — = = 2: 
Vậy: ACD.ANMCD_ _ 17 (усы. 
ME 7 


Bài 344 (DAI HOC NGOẠI NGỮ HÀ NÓI - CB - 1999) 


Cho một hinh hộp chữ nhật ABCD.A'BCT' và điểm М trên canh AD. Mặt phẳng (A'BM) 
tắt đường chéo AC' của hình hộp tại điểm H. 


lí Chứng minh rằng khi M thay đổi trên canh AD thì đường tháng MH cát đường thẳng A'B 
lại một điểm cố định. 


0 Tính tỷ số thể tích của hai khối đa diện tạo bởi mặt phẳng (A'BM) cát hình hộp trong 
trường hợp M là trung điểm của cạnh AD. 


J/ Giả sử AA' = AB và MB vuông góc với AC. Chứng minh rằng mặt ` (A'BM) vuông góc 
túi AC' và điểm H là trực tâm của tam giác A'BM. 








Giải 

l/ Trên tia đối của tia B'C' lấy điểm N sao cho : B' N = AM= x 

= AMBÌN là hình bình hành. 
Gọi : I = AB' ^ MN 


AI = B1- lAB' 

2 

< 1 
MI = NI = -MN 


Do đó hình chữ nhật ABBA' có I cũng là 
trung điểm của BA' 

> AMBN là hình bình hành Pe 

5 A'N // BM N x B' 





> mp (A'BM) = mp (A'MBN) 

> N; M; H; I cùng thuộc mặt phẳng (A'MBN) (1) 

Ta có : = HUE P = N; M; H; I e (AMC'N) (2) 
H e AC' š 
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3/ 





Từ (1) và (22 = N; M; H; E tháng hàng. 


Vậy khi M thay đổi trên canh AD thi MH cát A'B tại điểm cố dinh I là trung điểm A'B (dpcm). 


Đặt : AB = a; AD = b; AA' = c. Khi đó : AM = 2. 


Xét hinh chóp A'.ABM, ta có : 


1 |o] EL Gm abc 
° V, = VÀ: ABM = 3 PABM- AA' = sz) - 19 
°  VABCD.A'BCD: = abc 
abc V, 


11 1 
У. = V ep Ma = abc - — = — abc — = — bt). 
= V2 ABCD.ABCD A.ABM = а 12 12 => V, 11 (ycbt) 


BM 1 AC 


„ш. [BM 1 AC 
аъ АН LBM 


АА' 1 (ABCD) — AA 1 ВМ 
АВ = АА` > AABM-AAAM > ВМ = АМ 
= AMBN là hinh thoi = AB LMN (hay МН L AB) 
Mặt khác :AM 1 (АА'В'В) => AB L AM. 
Nên: ABL(AMCN) = AB 1 AC. 
BM 1 AC' 
жє 1 АС' 


BM 1 A'H 
A'B 1 MH 


=> ВМ І (АССА) > | 


Vậy : = ÁC' L (A BMI). 


=> H là trực tâm AA'BM (đpem). 


va : 


Bài 345 (ĐẠI HỌC THỦY SẢN NHA TRANG - 1999) 
Cho lăng trụ tam giác ABC.A'BC. Gọi I, J, K lần luot là trọng tâm của các tam giác : 





AABC, AA'B'C', AACC'. Chứng minh ráng : 


1/ (IJK) // (BB'C'C) 






1/ Gọi M; N; Q lần lượt là trung điểm BC; B'C'; СС. 


2/ (A'JK) // (АТВ). 
Giải 


Trong hình bình hành AA NM сб: 


2а C 
AN AM 3 
> J//MN =lJ/(BGCB) 
AK А 2 


Trong AQAM có : —— = — = 
AQ AM 3 Q 


=> KI//QM IK // (BCCB) 

Vậy : (IJK) // (ВСС'В') (đpem). 

Ta có : CMB'N là hinh binh hành 

= CN // BM 

Mà : A'N // AM; nén : (A'CN) // (AMB) 
Suy га : (A'JK) // (AIB') (đpem). 
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Bài 346 (ĐẠI HỌC GIAO THÔNG VẬN TẢI - CƠ SỞ TP.HCM - 2000) 
Cho hình lập phương ABCD.A'B'CD' cạnh a. 
И Xác định đường vuông góc chung của canh ВВ’ và đường chéo АС’. 
2/ Một mặt phẳng (P) di qua đường chéo AC' cắt BB' và DD' tai M và N. Thiết điện AMC'N 


là hình gì ? Hãy xác định mặt phẳng (P) để thiết diện AMC'N có diện tích bé nhất và tính 
điện tích đó. 





AC' : đường xiên 
AC : hình chiếu 
Mà BB' 1 (ABCD) > AC 
BE 1 AC tại E 
> Dựng JEO 1 (ABCD) tại E; O e AC? 
OF//BE; Е є BB' 


у pës: 


= OF là đoạn vuông góc chung của ВВ và 
AC (Độc giả tự chứng minh kiểm tra cách 
dung) (ycbt). 

Tháy dugc ngay sau cách dung : 





oF-BE-lpgp- A2. 
2 2 
> d[BB; AC] = e (yebt). 


2 Ta có: 


= AM // NC' 


(ABB'A^ // (IDCC'D') 

(P) ^ CABB'A') = AM; (P) n (DCC'D^) = NC' 
Tương tự, do : (ADD'A)J/ (CBB'C) — AN // MC' 
Vậy thiết diện nhận được là hinh binh hành AMC'N (ycbt). 


ó 1 
Ha MH 1 AC ta tháy diện tích thiết diện : S = 2. SAMC = ch ME 


> S=a.v3.MH = 3min(S) = 3min(MH). 
Đã có OF là đoạn vuông góc chung của BB' và AC? 


> ОЕ =min(d[BB; АС) = min(MH) = 3 V 


2 
2 





2 
=>  min(S)=a.v3 en y 3 sẽ (ycbt). 


Bài 347 (DAI HOC QUỐC GIA HÀ NỘI - KHÓI D - 2000) 





Cho lăng tru đứng АВС.А'В'С' có đáy là tam giác cán dinh A, KBC - а; BC' hợp với đáy 
(ABC) góc B. Gọi I là trung điểm của AA'. Biết rằng ЕТС là góc vuông. 

l/ Chứng minh rằng BIC là tam giác vuông cân. 

2/ Chứng minh rằng : tan”œ + tan? = 1. 
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Giải 
1/ Gọi M là trung điểm cạnh đáy BC của lăng trụ ABC.A'B'C' 
= AM 1 BC (vì AABC cân tai A) 
Do AA' 1 (ABC) = IM 1 BC (định lý ba đường vuông góc) 
| = 1 AM 


BC LIA 5 HC I AM) 


= ABIC cân tại I (vi có đường cao IM là trung tuyến). 
Vậy ABIC vuông cân tại I (dpcm). 
AA' = BB' = CC' = y.tanB 


2/ ра BC = = 
`“ БаР. 22 





2.cosơ 


Định lý Pythagore trong AIAB, ta có : 
IB? = AB? + AI? 


ај 


2.cosa 2 
y( 1 
= IB2 = ul + tan pJ 
4 \ cos“ а 


2 
5 ІВ? = S (tan? a + tan2B +1) (1) 





Mặt khác, từ AIBC vuông cân tai I, ta có : 


= зр м 
2 2 


2BI=BC? 5 ВІ? (9) 


Y: у? 
So sánh (1) và (2) => ^ anta + tan” + 1) = m 


=> ќапѓа + tan? = 1 (dpcm). 
Bài 348 (TT ĐÀO TẠO VÀ BÓI DƯỠNG CÁN BÓ Y TẾ TP.HCM - 2000) 


Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'BC' có đáy là tam giác đều ABC cạnh а. Lấy trên BB' và 
CC' các đoạn BM = x; CN = y. 
l/ Chúng minh rằng tam giác AMN chỉ có thể vuông ó M hay N. Tìm hệ thức giữa x và y để 
tam giác AMN vuông ở M. 

2/ Chứng minh rằng nếu x = 2y thì mặt phẳng (AMN) luôn đi qua một đường thẳng cố định. 


3/ Gọi I là trung điểm của đoạn AA' và a là góc của hai mặt phẳng (BIC') và (ABC). Tính 
cạnh bên AA' theo a và a. 









Giải 


AABM (В = escis -a?4x? (1) 


1/ Lăng trụ ABC.ABC— 


AACN (6-90?) |AN? -а? +у2? (2) 


Ha DN 1 BB' tai D 
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=> AMDN (D = 90?) 

=> MN? = a? + (x - у)? = AM? + AN? (3) 
: pa = MN < AM 
(2);(3) > MN < AN 

=> MN không thể là cạnh huyền AAMN. 

=> .AAMN chi có thể vuông tại М 


hoặc N (dpcm). 
р < 
2| Giá sử AAMN vuông tai М, ta сб: 
AM” + MN? = AN? B 


c (a”+x”)+a”+(x-y)°=a” + y? < 2x? - 2xy + a? = 0 (ycbt). 
Gọi E = BC ^ MN,do hai cạnh bên lăng trụ luôn song song 
E-UEQ- NO e. y EC 1 

=> — r = —— = = = — ә — = — 
EB MB x 2y EB 2 

Để ý thấy : (AMN) » A (cố định). 

=> Mặt phẳng (AMN) qua đường tháng AE cố định (dpcm). 

Jj/ Gọi F = ІС ^ AC > BF = (BIC') ^ (ABC). 


= E cố định trên đường thẳng BC. 


IA // CC' 
Dé $ tháy : = FA = AC = AB 
SS Ue S St 
2 

= AFBC vuông ở B (FB 1 BC) (4) 

Theo định lý ba đường vuông góc => C'B L FB (5) 
— r EE 
Từ (4) và (5) —> «= CBC = ((BIC); (ABO)] 
Ta có: tana = Бе: = Ii = АА' = a.tana (ycbt). 
BC a 


Bài 349 (HOC VIÉN QUAN HÉ QUÓC TÉ - KHÓI D - 2000) 

Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' với canh a. Giả sử M; N; P; Q lần lượt là trung điểm 
của các canh AD; D'C'; CC; АА'. 

lí Chứng minh rằng bón điểm M; N; P; Q cùng nằm trên một mặt phẳng. Tính chu vi của tứ 
giác MNPQ theo a. 

2/ Tính diện tích của tứ giác MNPQ theo a. 







Giải 


PQ/=AC 


1/ Để ý thấy = 2MN = QP 


MN // = °: AC 
2 
=> М, N, P, Q cùng nằm trên một mặt phẳng. 
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Tứ giác MNPQ là nửa lục giác đều MNPKHQ mà 


các cạnh của lục giác đó có độ dài d là nửa 


đường chéo của mát hinh lập phuong (dpcm). 
Do đó chu vi € của tứ giác MNPQ là : 














€ =3MN + PQ 
=> € =3. 2 + AC 
zd ax + а/2 = Бау? (ycbt). 
2 2 
2/ Diện tích S của tứ giác MNPQ bằng ba lần diện tích Z Ñ 
tam giác dëu canh t ; Q P 
3 Vy 
2 
2970056 ‚УЗ _ ЗУЗа (ycbt). 
9 4 8 M—=Z N 


© Ghi chú; : Độc giá có thể xem cách giải khác của cả bài toán bằng HHGT trong sách 
TUYÊN TẬP 500 BÀI TOÁN HÌNH HỌC GIẢI TÍCH của cùng nhóm tác giả. 
O Ghi chú; : Độc giá có thể giải Câu 2 của Bài toán này bằng cách sử dụng diện tích và 


hình chiếu Swuspq-cosg = Š uc, 








3 3 2 
S we ^ 8` ABCD ` 8^ , 
Trong dó : 
CNET tano = ` Бр жкен: TENE _ УЗ 
a2 1+tan”o 3 
2 
2 
= SMNPQ = e (ycbt). 










Bài 350 (ĐẠI HỌC Y THÁI BÌNH - 2000) 

Cho hình lập phương ОВСР.О,В,С,р, có cạnh bằng a. 
1/ Tính khoảng cách giữa hai đường tháng О,В và В,С. 
2/ N là trung điểm của BD;. Tính thé tích hình chóp ONBB,. 

3/ M là một điểm bất kỳ thuộc OO,. Chứng minh rằng tỷ số thé tích hình chóp МВСС,В, và 
hình lăng tru ОСВО,С,В, không phụ thuộc vi trí điểm М. 


Giải 


1/ Để tìm d[O;B; В,С], ta đựng (a) = (O IBD) : 
O,D c (а) 
В,С // (a) 
=> d[Oj;B; В,С] = d[C; (O,BD)] = h 
BD L OC c (O,OC):tại I 


Ta có : 
RI an 1 00, c (0,00) 
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= BD 1 (O;OC) 
> (O,BD) L (ООС) theo giao tuyến O,I 
Ha CH 1 O, tai H, thi CH = h. 


1 1 
Xét: Voi вср = Усовр €? 3 O10 Sncp = 3 CH-So,mp 


ark (aJ 2)? V3 ауз 
? 8 


2 4 


a3 


с а. h 


| 1 
ÿ Để ý N là tâm hình lập phương và : Spyp, = > врв, 


1 1 13 
=? Уо вхв, y о O.BDBI P 2 B, OBD ` z g P1B.OB.OD 


a3 
ә Уовхв, 7 19 (ycbt). 


y Xét: VM BCC,B, = Vo, BCC;B, (cüng dáy và chiéu cao O,B, = a) 


3 


— 


2 a 


1 
= Vw BCCjB, = 3 Q1Bi Sncog, = —.a.a kaz. W (1) 


Фә 


3 


№ 


Mặt khác : Vonco,c,p, = О.О.Ѕосв = а... = Fs (2) 
Từ (1) và (2), cho ta ty số thé tích ở giả thiết không phu thuộc M nhu sau : 
a? 
_Умвоов — 3 2 em) 
VocB.oC;B, a? 3 
2 


Bài 351 (ĐẠI HOC XÂY DUNG VÀ LUẬT HÀ NÓI - 2000) 
Cho lăng trụ đều ABC.A'B'C' có chiều cao bằng h và hai đường tháng AB', BC' vuông góc 


nhau. Tim thé tích làng tru dó. 





Giải 

Kéo dài lăng trụ ABC.A'B'C' thêm một lăng trụ А, В,С,.АВС 

bằng lăng trụ dà cho => Tam giác А,ВС' vuông tai B. 
Giá sử cạnh đáy lăng tru bằng a. 


AABB' > АВ? = a? +h? 








Ta có : å 
AA,BC' > 2A,B* = a? + (2h) 
c» a? = 2h? 
3 3 
Thé tích lăng trụ là: V= > = h <= (ycbt). 


Bị 


249 





ĐỀ TƯƠNG TỰ 
Bài 352 (DAI HOC AN NINH - CẢNH SÁT - KHÓI A - 1997) 
Cho hình hộp chữ nhật ABCDA'BCTD, а là góc phẳng của nhị diện (B', CD, B). 
a/ Xác dinh a và chứng tỏ S4pcp = Sap ср cosa. | 
b/ Cho AA = a và BD tạo với đáy góc В, tạo với mặt bên BCC'B' góc y. Tính thé tích hình hộp. 
Hướng dẫn 


a/ ẾCB = а => Sapcp= > B'C.CD.cosa = Sagep.cosœ (vì AB'BC cho BC = B'Ccosa) 










ттт т=ш== 


lý Ý= a”eostanœ tany 
sina Š 


Chuyën dë 16 : HINH CHÓP - HINH CHÓP CUT 
Loại 1: ИНИ CHÓP 


L GIẢN LƯỢC KIÈN THÚC TÖI THIẾU 

П DN, : Hình chóp là một khói đa diện lồi có một mặt 
là đa giác gọi là đáy, nằm trong mặt (o). 
Các mặt còn lại là các tam giác có chung một đỉnh 
(gọi là các mặt bên, đỉnh thường ký hiệu là S). 

O DN; : Đường cao hình chóp S là d = [S; (a)]. 

O DN. : Mặt chéo của hình chóp là mặt phẳng đi qua 
hai cạnh bên không liên tiếp nhau. 

e Ta thường phân loại hinh chóp theo hinh dạng của đáy 
và số cạnh của đáy (nếu đáy hình là một n - giác thì ta 
gọi đó là hình chóp n - giác). 

• Та ký hiệu một hình chóp n - giác nhu sau : 
Ѕ.А,.А,.Аз...А, VỚI АА, Аз... A, là tên gọi của đa giác 
đáy. 

O DN, : Hình chóp đều là hình chóp có đáy là đa giác 
đều và tất cả các cạnh bên bằng nhau. 

+ HINH CHÓP ĐỀU CÓ CÁC TÍNH CHẤT SAU : 
> Các mặt bên là tam giác cân. 
~ Chân đường сао là tâm của đáy. 
> Đường cao của các mặt bên gọi là trung đoạn d. 
> Đường cao hình chóp là trục đường tròn ngoại tiếp đa giác đều ở đáy. 

O Ghi chú : Trong hình chóp đều mặt chéo, mặt bên có thể là tam giác cân, hay tam giác 
vuóng cán, hay tam giác đều. 

• Tính chát 1 : 


> Diện tích xung quanh hinh chóp : |5, = (Tổng diện tích các mặt bên) 


> Diện tích xung quanh hinh chóp đều : |S,, = d 
• Tính chát 2 : Diện tích toàn phần 


e Tính chất 3: Thể tích hinh chóp |У = Bh 
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IL CÁC BÀI TẬP CƠ BẢN 
Bài 353 
Cho hình chóp tam giác SABC. Gọi G là trọng tâm của AABC. Một mặt phẳng (P) cắt các 


anh SA; SB; SC lần lượt tại A; В; С và cắt SG tại G'. Chứng minh : SA, SB , SC , SG 


SA SB SC SG” 













Giải 
Gọi V là thể tích hình chóp S.ABC. Ta có : 


1 1 
SAAGB = Әлвсс = Sacca = 3 ĐAABC = VsaaB = VspGc = УзссА = ° V 


Áp dung dinh 1y ty só thé tích hai tú diën ta có : 


Улов. 3Wsaow _ SA'SB'SG' a) 


| VsAGB V JA SASBSG 

| Узвсс _ ЗУѕвсс _ SB'SC'SG' (2) 
Vsnac V SB.SC.SG 

Vse 3Vscaw— SC'SA'SG' (3 
OS V SCSASG 


Cộng (1), (2) và (3) theo vế ta được : 


3Vsawc _ SG /SA' SB' SB SC SC'SA' (, 





V  SG,SA SB SB SC SƠ SA) 
Ta lai có : pc. SA BE NC (5) 
SA SB SC 
/ \ ' SB SƠ 
Бана ANE Sa ora BE BU 


SG\SA SB SB "Sc. SC. SA / SA SB SC 


SA SB SC(SA'SB' SB SC SC БА) ,SG (6) 
SA'SB'SC(SA SB SB SC SC SA) SG 


к «cac. kod SA. SB 
Thực hiện phép nhân phân phối, thi : = [^ Bé T dd um сє - (dpcm). 
Bài 354 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, cạnh đáy a, đường cao h. Một mặt phẳng (P) đi qua A 
| vuông góc với SC, cắt SA; SB; SC; SD theo thứ tự tai A; В; С; D. 
|а/ h phải thỏa màn điền kiện gì để C' không vượt ra ngoài đoạn SC ? Khi đó hãy tính điện tích 
thiết dien AB'C'D'. 
Ы Tim thể tích hình chóp SAB'C'D. 
lự Chứng minh AB'C'D' luôn luôn là một tam giác có góc tù. 
Giải 
Ke đường cao SH thi H là tâm hình vuông ABCD (theo tính chất 
hình chóp đều), và ASAC cân đỉnh S, theo cách dựng AC' L SC 
4 Điều kiện để C' e SC là AST < 1v 
o АС? < SA” + SC? < АС? < 2SA? 
€ АС? < 2(5Н? + AH?) 


| 

















2 
© 2а? < Ah? + wh > E (ycbt). 





р" 
Р, 
А 
. 
^ 
.. ...... m . ^ 
..... 
So tes. : u-— 
* F z ..... 
E $ ` 
P ZZ 3⁄ : .... 
Е ..* 
Cd "a б . 
v E.’ `. 
.` .. 
v t. 
д 
⁄ 
4 


Do tính đối xứng : K là trực tâm ASAC và BD // BD, B'D' 1 AC E 
Trong ASAC — AC'.SC = SH.AC (= 2dt ASAC) 
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Áp dụng định lý Pitago vào trong tam giác vuông SHC 


-> SC - h? "ud a ACC SH.AC L 2ha 
2 5С Уа? + 2h? 





3 SH .— HC 
° y: K = HA.HC 
Đề ý : ASHC ^ AAHK > UY DT ce» SH.H 
з: cm s . Ф? а? 
<> h(SH - SK) = sa = SK = — 
s" s 
Do B'D' / BD > BD SK LINE = SK BD- a(2h? - a?)J2 


dt AB'C'D) = LAC.B'D'- a^Qh* -а?у2 (ycbt). 
Я 2hya? + 9h? 
b/ SC' là đường cao hình chóp SAB'C'D' 


2 2:2 
Tacó: 8С?=8А2-АС?= Oh а) 


2(2h” + а?) 
ЫЫ 1а (ABCĐ').SC' = r A (ycbt). 
6h(2hZ + 


c/ Để y màt phàng (P) cát mp (ABCD) theo giao AS EF qua A. 
Dë thấy EF // BD cố định, và ACEF là tam giác vuóng cán dinh C. 
= АЕ = АЕ = AC = a V2 





Xét tam giác vuông ACTE (А = 90?) = sin ACE -= = 

2 ga ^ s Ф 0 š š 0 AE 
Xét tam giác vuông сап ACE (A = 90") = sin АСЕ = sin45” = CE 
Xét tam giác vuông EC'C (€ = 90?) =. EC: < BC > =: > ES 


= sin АСЕ > ѕіп457 = АСЕ >45° e» ECT > 90° (đpem). 


Loại 2 : HNH CHÓP CUT 


L GIẢN LƯỢC KIỀN THÚC TÔI THIẾU | 
O DN, : Hinh chóp cut là một phán của hinh chóp nằm giữa đáy (a) và một thiết 
điện (B) cát tất cả các canh bên. 
e TÜ DINH NGHÍA TRÉN TA CÓ : i 
> Вау lớn là đáy của hình chóp (nằm trong mặt 
(œ)). Có điện tích là B. 
> Đáy nhỏ là thiết diện cắt các cạnh bên (nằm 
trong mặt (f)) có diện tích là 2. 
> Đáy lớn và đáy nhỏ là hai đa giác đồng dạng. 
> Cạnh bên hình chóp cụt là cạnh chung của hai mặt 
bên kë nhau. Các mặt bên này thì đồng quy tại một 
điểm (là đỉnh hình chóp sinh ra hình chóp cụt đó). 
© Ghi chú: Trong chương trình chúng ta chỉ xét một 
loạt hình chóp cụt do một thiết diện song song uới 
đáy tạo nén mà thôi (a // f). Sau đây là các tính 
_ chất của hình chóp cụt đó. 
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ñ DN; : Đường cao hình chóp cụt h = d[(a); (8)]. 
Tùy theo hình dang đa giác đáy ta có hình chóp cụt tam giác, tứ giác, ngũ giác, ... ta 
thường ký hiệu hinh chóp là АВСРЕ.А'В'С'Ђ'Е'.. 
|D DN; : Hinh chóp cụt đều là hinh chóp được cắt га từ hình chóp đều. 
> Hai đáy của hình chóp cụt đều là hai đa giác đều đồng dang nhau. 
> Các mặt bên là những hình thang cân bằng nhau. 


> Trung đoạn d của hình chóp đều là đoạn nối hai trung điểm hai cạnh đáy ở hình thang 
cân của mặt bên tùy ý. 


> Đường cao h của hình chóp cụt đều là đoạn nối tâm của hai đa giác đều ở hai đáy. 


* Tính chất 1 : Diện tích xung quanh. 


> Hình chóp cụt : S = (tổng diện tích các mặt bên 


> Hình chóp cụt đều :|S,, = á + € d 


€, € là chu vi hai đáy, d là trung đoạn. 
* Tính chát 2 : Diện tích toàn phán S, =S, +@#@ +@' 





• Tính chất 3 : Thể tích hình chóp cụt |У = 2 * (вв +2) 


IL GIẢI TOÁN THI 
Bài 355 (ĐẠI HỌC MIỄN BẮC - 1970) 








Một tam giác ABC vuông góc ở A, có bán kính của đường tròn nội tiếp là r và C = a. Tính 
|thé tích và dién tích toàn phán cüa hinh chóp mà dáy là tam giác ABC, biét ráng cá ba mát 
| xung quanh của hinh chóp đều tạo với mặt phẳng đáy những góc bằng f. 

Giải 
Xét hinh chóp S.ABC có đáy là AABC vuông ở А, các 


mặt bên tạo với đáy những góc bằng ß, SH là đường сао 
của hinh chóp. 


Từ H ha các đường vuông góc HM, HN, HP lần lượt 
xuóng AC, AB và BC. 


_ [sn -SÑN - SPR = p 
MH - NH - PH 
=> H trùng với tâm của đường tròn nói tiếp AABC. 
> МН = NH = РН = r và SH = rtanf. 
Gọi V là thể tích của hinh chóp S.ABC và S, là điện tích toàn phần của nó, ta сб: 





1 
V = —Saanc.SH 
3 
бүр = SAABC + SasAC + SASAB + SASBC 


i 1 cos? - 
S, =S 5 =8 1+— | = 2 $ " ' 
— —À cosp ABC vui Si] ч cos ñ 
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AM = AN =r 


a 
Xét riêng ЛАВС = MC - fuge 


NB - rcot 2-5) rạn T+ 
t e к сш 


5 AC = AM + MC = r + reot 7 | 


rX2sin xa 
| 3 4 2 
= АС = г|1 + cot— | = ———————— 
2 PR 
sin— 
2 
Tương tu : i 
2" ^5 da (ý rJ 2 cos X 
AB = AN + ND =т + пап 1&2) = т + tan| 58 No 
4 2 J4 E 3 
cos| — + — 
4. 2 
11 1 LL z) rý2cos-- 
Vậy: V = 3: З ACABsSH= cit 2^. 2. rtanf 


8 š л a 
510 — COS 
2 = ТЗ 


1 
> V= =r’ cot tan| 2 + 5 tano (ycbt) 
3 2 4 2 
2r? cot tan E B Sos 
Lúc đó: 8,2 ————————— (ycbt). 


cosp 

Bài 356 (DAI HOC KHÓI A MIÉN BÁC - 1972) 
Cho hinh chóp tứ giác đều S.ABCD (tức là SA = SB = SC = SD và ABCD là hinh vuông), 
cạnh đáy là a, cạnh bên làm với mặt đáy góc a (a > xã 









a/ Tính thể tích hình chóp S.ABCD theo a và o. | 

b/ Qua А vẽ mặt phẳng thẳng góc với cạnh bên đối diện SC tại М. Mặt phẳng đó cắt SB tại N 

và cát SD tại P. Hãy tính điện tích thiết điện ANMP. 
Giải 

a/ Xét S.ABCD là hình chóp tứ giác đều. 

= SH 1 (ABCD) với H là tâm hình vuông ABCD. 


ау? 


= SH = АНќапа = TH tana. 


Vậy thé tích V hinh chóp S.ABCD bằng : 
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V = 3 S(ABCD).SH 


= V = Za я s na = sa 2 tana (ycbt). 
M Độc giả tự xử được thiết diện và chứng minh 
được thiết diện là tứ giác ANMP có hai đường chéo 
АМ L NP tại Н’, với H là trung điểm NP và H' e SH. 
Diện tích S của thiết diện ANMP bàng : 


х 2 AM.NP (1) 





Xót AAMC có : MAC =—-о; AM = АСзіпа = a V2 sina 


Xét AAHH > HH'- Ана (> _ а) = 292 cụ 
= SH = SH - HH = а un nơ - #2 oota 
2 
=> SH = av (ano - cota) - cA Buda. 
2 2sina cos а 
Xét ASHN = NP = 2МН' = 2SH'cota 
— wbz5 |a Roo de ери a 2 cos2a 
2sina cosa sin?a 
2 
Vậy: Sz i nio p = zr ME (*) (ycbt). 
2 sin“ а sina 


0 Ghi chú : Do giả thiết : 4 3 @ Z <2e< л €» —1 < cos2a < 0 nën (*) luôn có dấu 


— là hoàn toàn chính xác. 
Bài 357 (ĐẠI HỌC KHỐI B - MIỄN BÁC - 1974) 

Cho một hình chóp S.ABCD có đáy là một hình chữ nhật với diện tích Q. Các mặt bên 
(SAB) và (SAD) vuông góc với đáy, còn các mặt bên (SBC) và (SCD) tạo với đáy lần lượt là 
góc a, p. 

а Tính thé tích hinh chóp theo Q, o, В. 
Ы Tính diện tích xung quanh của hình chóp theo Q, a, В và biến đổi kết quả thành biểu thức 
tính được bằng logarith. 





Giải 
me (SAB) và (SAD) 1 (ABCD) SA 1 (ABCD) 
a CÓ : = 
(SAB) ¬(SAD) = SA 
Từ AB 1 BC — SB 1 BC (định lý ba đường vuông góc). 
= SDA = В. 
Gọi các cạnh của hình chữ nhật đáy là 
АВ = а; Ар = b; h = SA 
Q = ab 
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h = atana tano 
> atana =btanñ => b-a 
h - btanf tanp 
= CUP А 40:589 
tanp tanp 


tan tan 
а = | А.Ч ; h = atana = оао = 4Q.tanơ.tanB 
tano tana 


Nhu váy : V - 29h = SQ JQtanotanp = ze tanatanp (усы). 


b/ Xét : S4, = dt(ASAB) + dt(ASAD) + dt(ASBC) + dt(ASDC) 
Trong đó : 


dt(ASAB) = Жай - x | жаар, ад = lQtanp 
2 2 tana 2 
dt(ASAD) = ; bh а al [aen ana таатал} 5 бнаа 


2 tana tanf 








IASB) = 2Ъ5В . l|,f2ne - 
2 2 ""tanp 'sina 


E oerte XQtanoatanp Q 
© 2(Y tana tanBj — sina _ 2соѕа ` 


- t tan 
dưASDC) = Z a.SD Ja .h.. Si. ca TP. 






































"2" sip 2Y tana sin 2cosp 
1 1 
= B, = ỞQtang Опа + Q E Q 
2 2 2 cosa 2cosß 
2 в, =Q tanB+ tana 4 1 rủ 1 Eg em CAR 
: cosa  cosp 2 cosa cosp 
= Sq = IMA Mr + cosß + sin(a + §)] 
2 cosa.cosp 
= Sq desi + 28in2—— P eos: : 3 
2 iuc: 2 2 9 2 
Qcos^ 
= S, = T zm sin — s 
pore" 2 
Qcos^ л «+В 
Edi = + 2? +ео[® - nr 
pork 2 2 
2Qcos^ d 





= Sm — 7+5 oZ) ERE) (ycbt). 
cosa cosp $ 3 2 





Bài 358 (ĐẠI HỌC XÂY DỰNG HÀ NỘI - 1994) 
Cho hình chóp S.ABCD, B và D luôn nhìn AC dưới một góc vuông; SA = a và SA vuông góc 
với đáy ABCD. Mặt phẳng (Q) qua A, vuông góc với SC và cát SB, SC, SD tai В; C; D'. 
l/ Chứng minh rằng tứ giác AB'C'D' nội tiếp được trong một đường tròn. 
2/ Cho AC = b; AB = Ар = x (x thay đổi). 
a/ Tìm diện tích của tứ giác AB'C'D' theo a; b; x. 
b/ Tim x để tú giác AB'C'D' là hình vuông. 


Giải 


l/ Ta có : (Q) 1 SC => SC t AB (1) 
Theo giả thiết : BC L AB, SA L BC 
=> BC 1 (SAB) = BC L AB (2) 


Từ (1) và (2) suy ra : AB' 1 (SBC). 
Vậy AB' 1 BC' c (SBC) 
Tương tự ta có : AD' 1 D'C' c (SCD) 
> B và D nhìn AC' dưới một góc vuông nén tứ giác 
ABC D' nội tiếp trong một đường tròn (đpem). 
2a/ Khi AB = AD = x thì diện tích S của AB'C'D' là: 
S=AB.BC 





ATi а 0 
E 
а x 
inda ecu BB. 
Ja? + b? 


' - JAC? — AB EE x. ege 
(a? 4 IEEE Ka? + x 
a?x 4b? cự? 


= S = “=——— >3 (ycbt). 
a? + b? (a? + x?) 
bí Tứ giác АВ'С'Ю là hinh binh vuông khi АВ = BC, tức là : 
2 2 2 
Jb Ьл е гавор 
—=—==-———--‹-: а? 4b? =a b?- x? 
Ja? + x? Ма? + b? Ja? + x? 
ab 

42a? + b? 
Bài 359 (DAI HOC QUÓC GIA HÀ NỘI - KHÓI D - 1997) 


Cho hinh vuông ABCD canh a, tâm I (A đối diện với C). Các nửa đường tháng Ax, Cy 
vuông góc với mặt phẳng (ABCD) và ở cùng một phía đối với mặt phẳng đó. Cho điểm M 
không trùng với À trên Ax, cho điểm N không trùng với C trên Су. Đặt АМ = m, CN = n. 

l/ Tính thé tích của hình chóp B.AMNC (dinh В, đáy AMNO). 


2 Tính MN theo a, m, n và tìm điều kiện đối với a, m, n dé MIN là góc vuông. 


4) 


c (2a? + Ь?)х? = ab? — x = 





(ycbt). 
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Giải 
l/ Xét giả thiết AM 1 (ABC) 
MI : đường xiên 
P : hình chiếu 

Mà : AI 1 BI (ABCD là hình vuông) 

= MI L BI (định lý ba đường vuông góc) 

ВІ 1 (AMNC) 

Do đó h = BI là đường cao hinh chóp B.AMNC 


Diện tích đáy З của hình chóp B.AMNC là 
hinh thang vuông AMNC. 


В = 2 (AM + CN).AC = zm + n)a V2 
Thé tích V của hinh chóp B.AMNC là : 


2 
ẤP II L la+ па 2.252. (сак (усы). 


2/ Dựng NM' // AC > ММ = (m -n|Ÿ + (8/2) 


=> MN = Vím - n)? + 2a? (ycbt). 


AMIN vuông tai I khi và chỉ khi : MN? = MI? + IN? 
2 2 
+n“ + 70 


1 
T aen ЗЕ", 
2 








«+ (т – п)? + 2а? = т? Е: 


à i I 1 : 
= m? — 2mn + n? + 2a2 = m? + ris c» a? = 2mn (ycbt). 


Bài 360 (DAI HOC DÂN LẬP ĐÔNG ĐÔ - 1999) | 
Xét hình chóp tam giác đều S.ABC, cạnh của tam giác đều ABC bàng a và gọi (P) là mặt 

phẳng đi qua A song song với đường thẳng BC và vuông góc với mặt phẳng SBC thì góc giữa 
(P) và mặt phẳng đáy bằng a. Tính thé tích hình chóp theo a và a. 







Giải 
Gọi : BC' = (P) ^ (SBC) ес ш. BC // ВС' 
х = m —— => 
zs | ВС с (SBC) 
> . |M là trung điểm BC 
101 ; 
; N = SM a B'C' 


Khi đó: BC 1 (SAM) = AN 1 BC 

Mà : AM L BC > NAM = a là góc tạo bởi (P) và đáy. A 
Gọi O là tâm tam giác đều ABC. 

Thi tháy N; O nhin SA duói mót góc vuóng. 

= SAON là tứ giác nội tiếp đường tròn đường kính SA. 


Do đó: OSN = а 
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=> tana = СА = SO = Мона 
SO 3 





Khidó: Vigo = =. 50.АМВС ` Z Leota AM? BC 
2 
1 а-/3 3 
V. = —.cota. а= ——а` cota (ycbt). 
ы UR | 2 | 24 zs 


Bài 361 (ĐẠI HỌC DÂN LẬP LẠC HỒNG - 1998) 






Cho một hình chóp tứ giác đều có các mặt bên hợp với đáy góc 3œ và có cạnh đáy bằng a. 
Dựng mặt phẳng (P) đi qua một cạnh đáy hợp với đáy một góc ơ. 
l/ Thiết diện tạo bởi mặt phẳng (P) và hinh chóp là hinh gì ? 
Tính diện tích thiết diện theo а và a. 

3 Tính thể tích hình chóp theo a và a. 












Giải | S 
l/ Giá sử mặt phẳng (P) qua AB, cát mặt phẳng (SCD) 
theo giao tuyến MN. 
Ta có : AB // CD =» AB // MN // CD 
Mặt khác: ASAD = ASBC 
= AN = BM 


Vậy mặt phẳng (P) cắt hình chóp theo thiết diện là 
hình thang cân ABMN (ycbt). 


2/ Áp dung dinh lý hàm sin ta có : 
DE IJ 
sin3œ ѕіп(л - 4a) 





5 IK sonm n 
sin 4œ 
A EEE amb uda ӨК, ыз, 
sin(3a – a) sin(3a + a) SI sinda SJ 
MN SK 
Mặt khác : MN // CD — = —— 
iae ^ ер Si 
= sin2œ ~ MN 5 uu a.sin2a 
singa CD sin4a 


Lúc đó diện tích thiết điện là : 
2 . 2 
3a. 
SABMN = I IK(AB ММ) ес = n : — (усы. 
2 sin* 4a 


J| ASOJ vuông tai О = tan3a = 50 => SQ = ; tando 


Vậy thể tích hinh chóp là : У, = 1508 = 2 tan3a (ycbt). 
SABCD 3 ABCD 6 
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Bài 362 (ĐẠI HỌC VĂN LANG - KHỐI B, D - 1998) 





Cho hình chóp SABCD có đáy ABCD là hinh thoi canh a và А = 60°. Các mặt bên hợp 
với đáy góc 60°. 


1/ Tính diện tích toàn phần của hình chóp. 


2/ Gọi O là tâm của đáy ABCD, H là trực tâm của tam giác SAD. Chứng minh rằng OH 
vuông góc với mặt bên (SAD). 






Giải S 







1/ Gọi I; K là chán đường cao kẻ từ S và D trong ASAD. 
Ta có : các mát bên hợp với đáy góc = nên hinh 


chiếu vuông góc của S xuống mặt phẳng đáy së cách đều 
các cạnh đáy. 
Suy ra: SO L (ABCD) = OI L AD 
(định lý 3 dường vuông góc) 


| 
ASOI vuông > cosSTO = IO 




















SI 
= SI = — = 2IO. 
COS— 
3 C А 
ЛАІО vuông => sin ÓAI = SL = ОА = as = 201. 
OA š 
sin— 
6 
Nën : SI = OA = c (đường cao tam giác đều) 
2 
=> Diện tích mỗi mặt bên là : a us 
2 
— Dién tích dáy : 2 BD.AC >S 32 
3 3 2 
Vậy: Say =4:2 Уз ЕЗ Уз == 343 (dvdt). 
4 2 2 
2/ Ta có : Ар 1 (SOI) > OH L AD (1) 
BD 1 (SAC) => BD L SA 
Măt khác : => SA 1 (BKD) 
DK LSA 
— OH 1 SA c (SAD) (2) 


Từ (1) và (2) : OH L (SAD) (dpcm). 
Bài 363 (DAI HỌC NÓNG NGHIỆP KHÓI A, B, E - 2000) | 
Cho hinh chóp đều S.ABCD, đáy ABCD là hinh vuông có cạnh bằng 2a. Cạnh bên SA = 


a 5 . Một mặt phẳng (P) di qua AB và vuông góc với mặt phẳng (SCD). (P) lần luot cát SC 
và SD tại C' và Рр. 
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l/ Tính diện tích của tứ giác ABC'D.. 


2/ Tính thé tích của hinh đa diện ABCDD'C'. 





Giải S 
l/ Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD, theo thứ tự đó : 
MN - 2a 
= 4SM = SN 
MN 1 АВ 


Ta có : SN = SD? - ND? = 45a? - а? = 2a 


= ASMN đều cạnh 2a. 

Do AB c (P) = (P) // CDc (SCD) 
> (P) > (SCD) = C'D' // AB. 
Nhung (P) 1 (SCD) 

=> MH 1 C'D' và MH 1 AB; 

H là trung điểm C'D'. 





5 


МН = 28. = аЗ 
Từ ASMN đều canh 2a — : 


C'D'- ;CD E 


Diện tích S của hinh thang ABC'D' là thiết diện mà mặt phẳng (P) cát hinh chóp tao 


thành là : ; 
a?343 
2 
⁄ Тат О của hình vuông là trung điểm của MN và do hinh chóp tứ giác đều nên : 
SO L (ABCD) = SỌ =h : đường cao hình chóp S.ABCD 
Thể tích Vị hình chóp S.ABCD là : 


Vi = 2 8O8ncp = Z уем? -ON”.(2a)? = S a? aa? Las 


3 





- ; (CD + АВ).МН = Za + 9a).a43 = (ycbt). 


Vi 


Lại có thể tích V; hinh chóp S.ABC'D' là : 


У, -l 55н _1 at-49 | a^ /З 
3 3 2 2 
Phán thé tích V da dién ABCDD'C' là : 
3 2 6 





V = V,— V; = (ycbt). 


Bài 364 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI - KHỐI B - 1999) 
Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD. Tính diện tích xung quanh hinh chóp theo chiều cao 
SO = h của hình chóp (O là tâm của hình vuông ABCD) và KSB - a. 
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Giải 
Gọi M là trung điểm AB. Đặt : AB = x; ta có : 


a SM Fz X a 
— = ——— ` <s 


cot — = 





hcosX 9hsin S 
4cosa 4cosa 
Bài 365 (DAI HOC QUỐC GIA TP.HCM - KHÓI D - Đợt 1 - 1999) 


Cho AABC cân tai А có AB = AC = a và БАС = 2a. Trên đường tháng d qua A và vuông góc 
với mặt phẳng (ABC) lấy điểm S sao cho SA = 2a. Gọi I là trung điểm của BC. Ha AH 1 SI. 
1/ Chứng minh AH 1 (SBC). Tính độ dài AH theo a, a. 


Vậy : Sp = 4.SspA = 2. = 2h?tana (ycbt). 













2/ K là một điểm thay đổi trên đoạn AI, đặt PS = x. Mặt phẳng (R) qua K và vuông góc với 


AI cắt các cạnh AB, AC, SC, SB lần lượt tại M, N, P, Q. Tứ giác MNPQ là hình gì ? Tính diện | 
tích tứ giác này. 





Giải 

1/ Ta có : AB; AC là hình chiếu của SB; SC lên mặt phẳng (ABO). 

Mà AB = AC nên SB = SC hay ABSC cân tại 8. 

Suy га: SI LBC = BC 1 (SAI) = BC L AH 

Mặt khác : AH 1 SI 

Vậy : AH 1 (SBC) (dpem). 

Ta có 

° Al = a.cosa 


e SI -4SA? + AI? = ау4 + cos? a 
Từ: Ssar= 2 AHSI З 2 SA.AI 


2а.асоѕа 


a4 + cos2 o 


2a.cosœ 
=——  (ycbt). 


44 + cos?a 


=> АН = 
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MN - (R) ^ (ABC) 


2/ Ta có : (В) LAI =» MN / BC 

BC // 

= ГАТ — ВС // (R) 
Tương tự : PQ // BC. Suy ra : MN // PQ 


PN - (R) ^ (SAC) 


у cac = T PM 
SA L AI 

Tương tự : QM // SA. Suy ra : QM // PN 

Mặt khác : SA 1 (ABC) — PN 1 (ABC) = PN L MN 
Vậy MNPQ là hình chữ nhật (ycbt). 

Ta сбе ВС = 2CI = 2a.sinơ. 


e MN//BC > ^^ = se = MN = 2axsinơ. 
QM MB 
А М / SA > —- = — М = 2MB 
9 SA An 7-9 
Mà : ATA => AM=ax э MB = a(1 - x) 


Nên : QM = 2a(1 - x) 
Vậy : SMNPQ = MN.QM - 4a*x(1 - x)sinơ (ycbt). 


_Bài 366 (DAI HOC Y KHOA HÀ NỘI - 2000) 


Cho hinh chóp tứ giác đều S.ABCD có độ dài cạnh đáy АВ = a và АВ = a. Tính thé tích 
hinh chóp S. ABCD theo a và a. 





Giải 
Gọi M là trung điểm AB và O là tâm hình vuông là đáy của hình chóp tứ giác đều 
S 


S.ABCD. 
Ta có SO 1 (ABCD) > h = SO 
a có : 
OM 1 AB 


> SM L AB (định lý ba đường vuông góc) 
= SM = АМ tang = j tano 


Định lý Pythagore trong ASOM (Ó = 909), cho ta: 
SM? - MO? 


SO = j 
Š 2 š 2 Е 
de : 
2 2 В 
= E tan? —1 = 
2 cw 


Lúc đó thể tích V của hinh chóp S.ABCD là : 








№ cos 2a : ; VỚI cos2a < 0; —cos2a > 0 
1 xã 2 
_ 3 @hvói В = SaABCD = а 
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c oxi 


4-cos2a = Uum йыш! =-= ycbt) 
3  2cosa | 


Bài 367 (ĐẠI HỌC SƯ РНАМ Si - KHÓI A - 2000) 


Cho hinh chóp tứ giác đều S.ABCD với đáy là hinh vuông ABCD có cạnh bằng a, mặt bên 
tạo với mặt đáy hình chóp một góc 60°. Mặt phẳng (P) chứa cạnh AB và cắt SC; SD lần lượt 
tại M; N. Cho biết góc tạo bởi mặt phẳng (P) và mặt đáy hình chóp là 30°. 

1/ Tứ giác ABMN là hình gì ? Tính diện tích tứ giác ABMN theo a. 
2/ Tính thể tích hình chóp S.ABMN theo a. 












Giải 
Gọi O là tâm hình vuông ABCD cạnh a và E; F lần lượt là trung điểm AB; CD. 
, [АВ с (а) 

Ta có : 

(a) // CD (vi:CD // AB) 
> (qa) ^ (SCD) = MN // CD // AB 
=> Thiết diện nhận được là hinh thang ABMN (AB là đáy lớn) 
Nhưng do tính đối xứng của hình chóp đều thì ABMN là hình thang cân (ycbt). 
Diện tích S của hình thang ABMN lúc đó là : 


8 = > (АВ + MN)IE (1) (Уі: AB 1 (SEF) > IE > AB 1 IE) 
| S 


Để ý thấy, ASEF déu (do SËF = < 


IE LSF 
MN là đường trung binh ASCD 


a3 


IE = 


MN = 


(1) l(a JE: 
darc Ф ES 


2) 2 


E 2 


= S= — a? (ycbt). 


міо N 


2/ Thể tích 9: chóp S.ABMN là : 


У = lh (2) 
3 





ға E 
Trong dó : В-8- 


h = SI 

SI 1 MN (vi MN // AB 1 (SEF) > SI) 
SI 1 IE 

= SI 1 (ABMN) hay h = SI = d[S; (ABMN)] 


(2) 1 33 21, _ УЗ a 


Nên: => V= —, : = (ycbt). 
s 3 8 ow 36 у 


a^ (do cáu 1) 


Thát v 2 
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Bài 368 (ĐẠI HOC SƯ PHAM TP.HCM - 2000) 


Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có đáy ABCD là hinh vuông canh a và SA = SB = SC = 
8D = а. | 


l/ Tính dién tích toàn phán và thé tích hinh chóp S.ABCD theo a. 
2/ Tính cosin của góc nhị diện (SAB, SAD). 






Giải 


l/ Gọi M; N theo thứ tu là trung điểm cạnh đáy BC và cạnh bên SA và nhận xét thấy các 


mặt bên hình chóp tứ giác đều S.ABCD là bốn tam giác đều cạnh a. 


a3 


Ta có trung đoạn hình chóp là: SM = - 


Do đó diện tích toàn phán S,, của hinh chóp S.ABCD là : S, = B + S,, 
а? J3 


z => б„= (1+ 8a? (усы. 


> S,, = а? + 4. 





Thé tích V của hình chóp S.ABCD là: V = 22h 







В =8 sac а? 

h = SO = JSM? - oM? = ба "an aa 

4 4 2 

1 ;a/2 a?42 F 
[^ 


V=—.a — WwebÙ. 
= 3 6 yc 


VỚI 


2/ Các mặt bên (SAB), (SAC) là các tam 
giác đều cạnh a 


BN 1 SA KETI 
^ 10м 18А Z 


—.. RN 


5 ç = BND = [(SAB); (SAD)] 
Áp dung định lý hàm cosin ta được : 


2 
2 ауз - (42). 
МВ? + ND? -BD? 4 2 1 


= = — (ycbt). 
2NBND z 
Р ES | a 
tug 


= 
2 


cosQ = 


ĐỀ TƯƠNG TỰ 
Bài 369 (DAI HOC Y DƯỢC TP.HCM - 1997) 


Cho đường tròn (O, R) đường kính AB thuộc mp(P). Đường thẳng (d) 1 (P) tại A. Lấy điểm 


|$ є d và SA = h. M là một điểm chạy trên đường tròn (O). mặt phẳng qua A, vuông góc SB 
lại H, cát SM tại K. 


lá Chứng minh : AK 1 mp(SBM) và K chạy trên một đường tròn có định khi M chạy trên 
đường tròn (O). 


bí Tìm thể tích hình chóp SAHK khi M là trung điểm cung AB. 












_——— 
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Hướng dẫn 

а/ MBL(SAM) = МВІАК (1) 
SB 1 (KHA) (рі) > SB 1 АК (2) 

R”hP 

XR? + h? Xh? + 4R?) ` 

Bài 370 (ĐẠI HOC THÁNG LONG - KHÓI D - 1998) 

Cho hình chóp tứ giác đều SABCD, cạnh đáy 2a, tâm I, đường cao hình chóp SI = a. 

a/ Tính tan $L tan KSC, tan ASB. b/ Tính thé tích và S,, hinh chóp. 


— dpcm 


b/ V = 










Huóng dàn 
a/ tanKŠI-= 2. tan XSC = -942. tan XSB = 242 b/ V = 5 4a”, 
Chuyën dë 17 : HINH TRU TRÓN XORY 





L GIÁN LƯỢC KIỀN THÚC TÓI THIÉU 


O DN, : Cho hai hình tròn bàng nhau C(O; R); C'(O; R) trong hai mặt phẳng song 
song có trục OO' (cùng vuông góc với hai đáy). Ứng với mỗi điểm M e (O; R) và 
M' є (05 R), đoạn MM' // OO' lưu động tạo thành một hình gọi là hinh trụ tròn 
xoay, được gọi tắt là hình trụ. 
> C(O; R); C(Ơ; В): hai đáy. 
> К: bán kính đáy. 
> QOO' trục hinh trụ (vuông góc với đáy). 
> Độ dài OO' : chiêu cao h của hinh trụ. 
> Khi M chạy khắp đường tròn (O; R) và M' chạy khắp đường 

tròn (О'; R), thi MM' tao thành mặt tru và MM' được goi là 
đường sinh / của mát tru (hay hinh tru). 
> Đường tròn (O; R) và (Ơ; В): Đường chuẩn của đáy hinh tru. 

O ЮМ»: Thiết diện qua trục của hinh tru là thiết diện tao 

bởi một mặt phẳng đi qua trục của hình trụ đó. 

Tính chất 1 : Các thiết diện qua trục là những hình chữ nhật 

bằng nhau. 

O DN;: Thiết diện vuông góc với trục là thiết diện được tạo bởi một mặt phẳng 

vuông góc với trục của hình trụ đó. 

Tính chất 2 : Thiết điện vuông góc với trục là một hình tròn (thiết diện bất kỳ không 

song song với trục là một hinh Ellipe. 

Tính chất 8 : (Sự tương giao của mặt trụ và mặt phẳng song song với trục hình trụ) 

* Một mặt phẳng song song với trục của hình trụ là tiếp diện của mặt trụ khi và chỉ khi 
mặt phẳng đó chứa tiếp tuyến của đường tròn đáy. | 

* Một mặt phẳng song song với trục của hình trụ së có tương giao hoặc không cắt mặt| 
trụ, hoặc cắt mặt trụ theo hai đường sinh, hoặc có chung với mặt trụ một đường sinh 
duy nhất (trường hợp này gọi là tiếp điện). 

O ÐN; : Một lăng trụ đứng gọi là ngoại tiếp một hinh trụ nếu hai da giác đáy của 
nó ngoại tiếp hai đáy của hình trụ. Lúc đó ta còn có hình trụ nội tiếp trong lăng 

trụ đó. 





> Làng trụ đứng ngoại tiếp một hinh tru thi có các mặt bên nằm trong những tiếp điện 
của mặt trụ. 


* Tính chất 4 : Diện tích xung quanh hình trụ : 
* Tính chát 5 : Thể tích hình trụ : 


L GIAI TOÁN THI 
Bài 371 (DAI HOC BÁCH KHOA TP.HCM - 1977) 


Từ một tấm tón hình vuông canh a (cm) người ta muốn cắt ra một hình chữ nhật và 2 
tình tròn cùng đường kính để làm thân và các đáy của một hình trụ. Tính thể tích lớn nhất 
tủa hộp trụ được làm ra, biết rằng các cạnh của hình chữ nhật phải song song hoặc trùng với 
tác canh ban đầu của tấm tôn. 















Giải 
Gọi hình chữ nhật đã được cắt từ miếng tôn hình vuông để làm thân hình trụ là ABCD: 
xlà bán kính đáy của hình trụ. Có hai cách uốn hình chữ nhật ABCD thành thân hình trụ 


D C C 

A m. 
0 TH, : Chọn AD làm chiều cao hình tru, canh AB sé được cuốn theo chu vi dáy. 
Ta có các điều kiên : 0 < 4х Sa A0 < 2лх <a 





a a 
c Еа Зе 


2n 


e бес (1) 
27 


Lúc đó thể tích của hình trụ là : 





a 
V = x x'(a - 2x) = x (- 2x? + ax?) với Vx є (o x 
2n 


V = m(- 6x” + 2ax) 20 © ` e (% = 
3 2n 


Báng bién thién : 
š С =] V tang 
2n 


(1 - 1)a? a 
maxV) = ecce cmi X = — 
Ат 2n 
D TH; : Chon AB làm chiéu cao cüa hinh tru, canh AD sé cuón theo chu vi đáy của hinh tru. 
Ta có điều kiện :0 < 4x Sa a 0 < 2nx < a - 2x 
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ете өе в x 
4 2n 

E -iacocder«. Жет S 0<x< = (2) 
4 2(m + 1) 2(nx + 1) 


Thé tích hinh tru là : 





V= ma x a сла vx [0 < J 
2(n + 1) 


У = 2лах > 0; Vx є РЕ. И 
2(m + 1) 


а?л а 
тахү = ———— хау га < x = 


4(л + 1)” 2(x + 1) 
So sánh => maxV; > maxV;. 
Vậy ta chọn giải pháp thứ nhất, lúc đó hình trụ có thể lớn nhất với : 


Bán kính đáy : x = SG 


2n 
1 a 
Chiều cao : h = a -—. (ycbt) 
TL 
s42 
Thể tích là : V = € 
4n 


Bài 372 (DAI HOC NGOẠI NGỮ HÀ NỘI - CPB - 1999) 

Bên trong hinh trụ tròn xoay có một hinh vuông ABCD canh a nội tiếp mà hai đỉnh liên 

tiếp A, B nằm trên đường tròn đáy thứ nhất của hình trụ, hai đỉnh còn lại nằm trên đường 

tròn đáy thứ hai của hinh trụ. Mặt phẳng hình vuông tạo với đáy của hình trụ một góc 45°. 

Tính diện tích xung quanh và thé tích của hình trụ đó. 
Giải 

Gọi B' là hình chiếu của B xuống mặt đáy còn lại của hình trụ. 

= ĐC LBC 53 DC IBPC 

= BD là đường kính đường tròn đáy và HCB' = 459. 

Đến đây ta có : 












e ЛВСВ là tam giác vuông cân tại В > СВ = BB' = = 
e ADCB' là tam giác vuông tai C> B'D? = а? ix = ` 
Sip- *# nr- 
e Diện tích xung quanh của hình trụ : 
S,,- 2m.DO'.BB' = Е (yebt) 
• Thể tích hình trụ : | 
У = zx(DO)?.BB — (ycbt) 
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Chuyén dé 18 : HÌNH NÓN - HÌNH NÓN CỤT 


(oai | : HÌNH NÓN 


LGIÅN LƯỢC KIÈN THÚC TÖI THIÉU 
1 DN; : Cho hình tròn C(O; R) và một điểm S cố định trên truc hình tròn. Gọi M là 
một điểm bất kỳ thuộc C(O; R). 
* Khi điểm M chạy khắp hình tròn C(O; R) thì đoạn SM tạo thành 
một hình gọi là hình nón tròn xoay (gọi tắt là hình nón). 
> 8: đỉnh hình nón. 
> Hinh tròn C(O; R) : đáy hình nón 
đường tròn C(O; R) là đường chuẩn. 
> SO: trục hình nón. 
> Độ dài SO : chiều cao h của hình nón. 
> Khi M chạy khắp đường tròn (O; R) thì SM tạo thành 
một hình gọi là mặt nón và đoạn SM được gọi là đường 
sinh / của mặt nón hay hinh nón. 
> Đường tròn (O; R) : là đường tròn chuẩn đáy hình nón. 
1 DN; : Thiết diện qua trục của hình nón là thiết diện tạo nên bởi một mặt phẳng 
đi qua trục của hình nón đó. 
























* Tính chát 1 : Các thiết điện qua trục của một hinh nón là những tam giác cân bằng nhau. 

n DNs : Thiết diện vuông góc với trục của nón là thiết diện tao nên bởi một mặt 
phẳng vuông góc với trục của hình nón đó. 

+ Tính chát 2 : (Sự tương giao của một mặt nón và một mặt phẳng qua đỉnh của hình nón đó) 
> Một mặt phẳng qua đỉnh của hình nón thì, hoặc chỉ có một điểm chung với mặt nón, 
hoặc cắt mặt nón theo hai đường sinh, hoặc có chung với mặt nón một đường sinh duy 
nhất (lúc đó gọi là tiếp diện). 
> Một mặt phẳng qua đỉnh của hình nón là tiết điện của mặt nón khi và chỉ khi mặt 
phẳng đó chứa tiếp tuyến của đường tròn đáy. 
> Ngoài ra sự tương giao mặt nón với một mặt phẳng cho ta các Conic. 

0 DN, : Một hình chóp gọi là nội tiếp trong một hình chóp khi hinh chóp đó có 
đỉnh trùng với đỉnh của hình nón và có đa giác đáy nội tiếp trong đáy của hình 
nón (lúc đó ta còn nói hình nón ngoại tiếp hình chóp đó). 

s Tính chất 3 : Hình chóp nội tiếp trong một hinh nón thì có đường cao bằng đường cao 
của hình nón và có các cạnh bên là những đường sinh của hình nón. 

0 DN; : Một hinh chóp goi là ngoại tiếp một hình nón khi hinh chóp có đỉnh trùng 
với dinh của hinh nón và có da giác ngoại tiếp đáy của hinh nón (lúc đó ta còn 
nói hình nón nội tiếp trong hình chóp đó). 

* Tính chất 4 : Hình chóp ngoại tiếp một hình nón thì có mặt bên nằm trong những tiếp 
diện của mặt nón. 


s Tính chát 5 : Diện tích xung quanh của hình nón : 


* Tính chất 6 : Thé tích của hinh nón : [v = ia 
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Loại 2 : HNH NÓN CUT 


L GIẢN LƯỢC KIỀN THÚC TÖI THIỂU 
O DN, : Hinh nón cụt là một phán hình nón được giới hạn bởi mặt đáy và môt thiết 
diện vuông góc với trục (hay song song với đáy). 
• Cho hình nón có đáy là hình tròn C(O; R) và trục SO. Gọi 
C'(O'; R) là một thiết điện song song với đáy. 
• Xét hinh nón cụt là phán hinh nón giới hạn bởi C(O; R) và © 
C(O?; К), ta сб: 
С вл? 
R SO 
* Hinh trón C(O; R) : dáy lón. 
* Hình tròn C(O'; К) : đáy nhỏ. 
* ОО :ưực. 
* Chiéu cao OO' : = h = d[(o); (B)]. 


* Lấy một điểm M trên đường tròn (О; R) và SM cắt đường tròn (O'; К) tại M' ta có MM 
là đường sinh /. Khi M chạy trên đường tròn (O; R) thì MM' tạo thành mặt nón cụt. 


O DN : Tương tự hinh nón. Thiết diện qua trục của hình nón cụt là những hình 
thang cân bằng nhau. 


e Tính chát 1 : Diện tích xung quanh hình nón cụt :| S,, = a(R + RI 
e Tính chát 2 : Thể tích hình chóp cụt : | V = 






















II. GIẢI TOÁN THI 
Bài 373 (ĐẠI HỌC MIỄN BẮC - 1970) 

Một mặt phẳng đi qua hai đường sinh MP, NQ của một hình nón cụt cắt các đường tròn 
đáy thành những cung 60^, các điểm M, N nằm trên đường tròn đáy nhỏ. Tính diện tích xung 
quanh và thể tích của hinh nón cụt biết chiều đài đường sinh là /, MPQ = p, PNQ = а. 

Giải 

Mặt phẳng đi qua hai đường sinh MP, NQ cắt hình nón 
cụt theo tiết điện là hình thang cân MNPQ. 

> MP = ХР =p, PM =NQ = / 

Gọi OO', R, r là tâm và bán kính tương ứng của đáy lớn 
và đáy nhỏ của hình nón cụt. 

Theo giả thiết ta có : 


MON = 60° và POQ = 60? 








MM = NO' 
PQ =QO = R 
Gọi Г, І là trung điểm theo thú tự của MN và PQ, ta сб: 
lo = Leurs IO - R43 
2 2 
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Từ Г hạ đường ГН L OI, thế thì : 








h = O'O = TH và IH = IO - HO = ВУЗ rj УЗ Rp 
2 2 2 
Vậy điện tích xung quanh 5,4 và thé tích У của hinh nón cụt là: 
Syg = x (R +r) (1) 
У = AR +?» Rr (2) 
Định lý hàm số sin trong APNQ, ta сб: 
Re PQ = lsina 
Pe — PN NQ m sin(a + p) 
sina sinB  sin[z - (a +Ð)] PN = lsinf 
sin(a + B) 
Hạ đường cao NK ta có : ГІ = NK = NQsinf = /sinB 
=> KQ = lcosf = 29 -MN)- > (R-r) 
> РК = PNcos[x - (a + f)] = ia a + В) 
sin(œ + B) 


= -ỈsinBcot(œ + B) = SPQ + MN) = 28 + г) 


К - г = 2lcosf 
e 
R +r = -2lsinf.cotg(a + В) (3) 
= Rr = /^sin?p.cot"(a + B) - /?eos?B 
Mà R? + г? + Вг = (К + т)? -Rr 
= В? + г? = 4/sin°Bcot%œ + B) - /2sin?Beot%œ + В) + l"cos?g 
= R”+r?=/I3sin?Bcot%œ + B)  cos?p] (4) 
Xét tam giác vuóng I' IH, ta có : 
J3 


2 
hs JI? - IH? - ? sin? B - 
> h= lsin? B—3cos”B = 1 (sin + V3 cosB)(sin В - V3 cos p) 


= h=1 (sinp H tan совр | sinp E tan  cosp) 


l ] Ay T | : n1). л 
= : sin(n + = кав — z) = 2l sin(p + = |р — z) (5) 
par 


Thé (3) vào (1) ta có : S,, = -2z/?sinBcot(œ + В). 








Vi S,» 0 nên софа + B) < 0, tức là 2 < x + В <" P 
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Thế (4) và (5) vào (2) và với điều kiện : 2 < x + B < x, thì: 


3 
v. 3 





С + 2 sinn = z) x [3sin?pcot^(a + В) + соѕ2В] (ycbt). 


Bài 374 (DAI HỌC KHỐI A MIỄN BẮC - 1974) 


Một hinh nón tròn xoay có bán kính đáy R và đường cao h. Trong tất cả các mặt phẳng di | 
qua đỉnh hình nón, hãy xác định mặt phẳng cắt hình nón theo tiết diện có diện tích lớn nhất 
và hãy tính điện tích ấy. 





Giải 
Giả sử mặt phẳng đi qua đỉnh C của hình nón cắt hình nón theo thiết C 
điện CAB. Thế thì CAB là một tam giác cân với CA = CB. 
Gọi O là tâm hình tròn đáy và H là trung điểm của AB. 
CH : đường xiên 
OH : là hình chiếu 
MàAB 1 OH = AB 1 CH 


CO 1 (ABC) > | 


Đặt : x = AH = ZAB thì điện tích S của ACAB là : 


á 2 ABCH J*GH 





Nhưng : СН? = CO? + ОН? = СО? + OA?- АН? = h? + К? - х? 


2 8=8(x)=xxh?+R? х? 


DK xác dinh AB: 2x < 2R <> x < R. Đặt : t = x^; Vx є [0; R] — 0 < t < R? 
=> S?zx'(h? + R? - x?) < git) = t(h* + R° - t) 
Ta viết : g(t) = t? + (h? + R2)t; với 0 < t < К? 
Nhận thấy đồ thị của g(x) có dang như sau, tuy theo h > R hay h < R. | 
C TH, : Nếu h > R, thi S? = g(t) (0 < t < К?) đạt giá trị lớn nhất khi t = R^, Vậy S đạt giá tri | 
lớn nhất khi x = R (AB là một đường kính đáy), và ta có : maxS = Rh. 
C) TH, : Nếu h < R, thì S? = g(t) (0 < t < К?) dat giá trị lớn nhất khi : 


t= lg? +В?) 
2 


1 n в? 
= тах = jd + R?) tương ứng x = LO (ycbt) 


Bài 375 (DAI HỌC KY THUẬT PHÜ THO VÀ ĐẠI HOC KIÉN TRÚC - 1977) 


Cho mót hinh nón cut trón xoay có chiéu cao h, các bán kính dáy là r và R (r « R). Тіт. 
kích thước của hình trụ tròn xoay có cùng trục đối xứng, nội tiếp trong hình nón cụt đó và сб 


thể tích lớn nhất. 





Giải 
Gọi x là bán kính, z là chiều cao của hình trụ. Ta có: 
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Giả sử rằng hình trụ nội tiếp trong hình nón cụt như thiết 









































điện qua trục như hình bên. Thiết diện này cắt hình nón theo S 
hinh thang cân ABB'A, cắt hình trụ theo hình chữ nhật: HKNM. А. 
SO' А5 Ll 
SO OA R 
14 SO' D RS EM 
SO-SO' R-r OOQ' h 
=> 80’ = rb , 80 = rh +h = Rh 
R-r R-r R-r 
O,M _ SO, 6 088 ¿u ОА + SO, 
Өд -8O ОА: - SỐ Fel 50 
Mà SO БО wa x. TU?) 
SO 
Thể tích V hình trụ là : : 
З 
V = V(x) = nx?z = = 2 = zR? zR* соз +2? -SOz)z 
SO SO? 
= М(х) = m (z3 - 285022 + SO?z) (0 < z < h) 
+ vao = ЛЁ. а (s- S ka 280) 
o? SO Ed 
vas SD EL PO ursSO <> 2 = Rh v 2 = Rh 
3 3(R - r) (К - r) 
Bảng biến thiên : Rh Rh 
z = ———É p> = x = 
jmaxy < 3(R - r) 3 
z-h = x=r 
Để ý rằng : 0 < z < h, ta có : z = a 4 «he Lm 
3(R - г) B-3 
Kết luận : 
ка < X thể tích của hinh tru lớn nhất khi hinh tru có kích thước bán kính đáy: x = E š 
thiểu cao z = _ Rh _ ; 
3(R - r) 
* T = < 1, hình trụ có thể tích lớn nhất khi hình trụ có kích thước bán kính đáy : x = г 
và chiều cao z = h. 
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Chuyên đề 19: HÌNH CẦU - CHÓM CÂU - QUAT CÂU 


L GIẢN LƯỢC KIÈN THÚC TÔI THIÉU 
O DN, : Mặt cầu (S) là tập hợp các điểm M trong 
không gian cách đều một điểm I một đoạn bằng R. 


O ЮМ»: Hình cầu (У) là tập hợp các điểm M trong 
không gian cách điểm I một đoạn nhỏ hơn hay 
bằng R. 


> Một mặt cầu được xác định bởi một đường kính của nó. 


> Các thiết diện qua tâm của một hình cầu là những hình 
tròn có bán kính bằng bán kính của hình câu. 


>(Tương giao giữa hình câu và mặt phẳng) 





* Cho một hình cầu và một mặt phẳng bất kỳ. Mặt phẳng này hoặc không cắt hình cả 


hoặc có chung với hình cầu một điểm duy nhất, hoặc cắt hình cầu theo một hình trór 
tùy theo h = d[O; (ơ)] > r, h = DIO; (a)] = r, h = d[O; (a)] < r theo thứ tự đó. 
* Đường tròn C(O; R) là đường tròn lớn (nhất) của hình câu. 

O DN;: Mặt phẳng tiếp xúc hay tiếp diện của 
một mặt cầu là mặt phẳng chỉ có một điểm 
chung với mặt cầu đó. Điểm chung này gọi là 
tiếp điểm. 

> Điều kiện cần và đủ để một mặt phẳng tiếp xúc với 
một mặt câu là mặt phẳng đó vuông góc với bán 
kính của hình cầu tại đầu mút của bán kính đó. 





> Tất cá các tiếp tuyến ở một điểm cho trước của một 

mặt câu đều nằm trong tiếp diện của mặt cầu tại 
điểm đó. 

П DN; : Một hình chóp gọi là nội tiếp trong một hình cầu khi các đỉnh của hinl 
chóp đều nằm trên mặt cầu. 

O DN; : Một hình cầu gọi là nội tiếp trong một hinh nón khi mặt cầu của hình cầu đó 
tiếp xúc với tất cả các đường sinh của hình nón và tiếp xúc với đáy của hình nón. 

O DN; : Một hình cầu gọi là ngoai tiếp một hinh nón khi mặt cầu chứa đỉnh vi 
đường tròn đáy của hình nón. 


> Diện tích mặt cầu : 
> Diện tích chóm câu: | Son = 2xRh 


> Thể tích hình cầu : g 


R-2) 
3 


— 

а 

2 
e 





> Thé tích chóm cầu :|V = nh? 


^^ 


> Thé tích quạt cầu : |У, =—xR”h 


t 
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I GIẢI TOÁN THI 
Аі 376 (DAI HỌC KHỐI A MIỄN BẮC - 1971) 












Cho một mặt cầu bán kính R. (L) là giao tuyến của mặt câu với một mặt phẳng (P) cách 
lâm mặt cầu một khoảng cách bằng h (0 < h < R). A là một điểm trên (L). Một góc vuông xAy 
trong mặt phẳng (P) quay quanh điểm A; các cạnh Ax; Ay cắt (L) ở C, D. Đường thẳng đi qua 
Avuóng góc với mặt phẳng P cắt mặt cầu ở B. 








V Chứng minh rằng các tổng : BC” + Ар? và BD? + AC? luôn luôn có giá trị không đổi. 





b Với vị trí nào của CD thì diện tích của tam giác BCD có giá trị lớn nhất. 
0 Tìm quy tích của hình chiếu Н của B lên đường tháng CD. 






Giải 

a Do AB vuông góc với mặt phẳng (P) nên ta сб: 
BC” = AB? + AC? (1) 
=  4BD* - AB? + AD? (2) 


e L1 AC 
DC? = AC? + AD? (3) 


ABLAD 


Ти(1) & (3) => ВС? + Ар? = АВ? + AC? + AD? = AB? + DC? 

Ти (2) & (3) = ВР? + АС? = АВ? + AD? + AC? = АВ? + DC? 
АВ = 200' = 2h 

3 m = 20'C = WOC? - ОО? = 24R? - n? 

(với O là tâm hinh cáu bán kính R, O' là tâm đường tròn (L)). 

5 BC” + AD? - BD? + AC? - AB? + DC? 

> BC” + Ар? = BD? + AC” = 4h? + 4(R? - h?) = 4R? = const (đpem) 


W Gọi 8 là điện tích ABCD và H là chân đường cao 
tủa ABCD hạ từ B xuống CD. 


„8= > срвн < ; CD.BO (4) ° 


Dáu dàng thúc trong (4) xáy ra 
o BH = BO' — H = О' 


=> maxS = 2CD.BƠ 





Tương ứng : CD L AC' (yebt). 
У Do AB L (ACD) và BH L CD nên CD L AH (định lý ba đường vuông góc) 
> H nằm trên đường tròn đường kính AƠ. 


Đảo lại, lấy H' là một điểm tuỳ ý trên đường tròn đường kính АО’, nói H' với A, B và О; 
léo dài H'O' cát (L) tại C' và D' là đường kính của (L) nên tam giác C'AD' vuông tai A. 
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> CAD là một vi trí của góc xAy cắt (L) ở C' và D', vi AB vuông góc với (ACTD)) và 
AH L C'D' nén theo định lý ba đường vuông góc ta có BH' L C'D', tức là H' là hình chiếu của 
B lên đường tháng C'D'. 

Vậy quỹ tích của hinh chiếu H của B lén đường tháng CD khi góc xAy quay quanh điểm À 
là đường tròn đường kính AO' cố dinh (do A và O' cố định). (ycbt) 


Bài 377 (DAI HOC KIÉN TRÜC TP.HCM - 1991) 











Cho một hình cầu bán kính R, (L) là giao tuyến của một mát phẳng (P) cách tâm mặt câu 
một khoảng cách bằng h (0 < h < R). A là một điểm cố định trên (L). Một góc vuông xÂy 
trong mặt phẳng (P) quay quanh A : Các cạnh AX, AY cắt (L) ở C, D. Đường thẳng đi qua À 
vuông góc với mặt phẳng (P) cát mặt сао ở B. 


1/ Chứng minh rằng các tổng ВС? + AD? và BD? + АС? luôn có giá trị không đổi. 






2/ Với vị trí nào của CD thì diện tích của tam giác BCD có giá trị lớn nhất ? 
3/ 









Tìm quỹ tích của hình chiếu H của B lên đường thẳng CD. 


Giải 
AABC > ВС? = AB? + AC? 
1/ Ta có: P a К 
ЛАВР” > AD: = Вр“ - AB 
= ВС? + AD? = AC? + Вр? (1) 
i AABC = АВ? = BC? — AC? 
V 
AADC = CD? - AD? + AC? 
= АВ? + CD? = BC? + AD? (2) 
Từ (1) & (2) = AC? + BD? = AB?+ СР? (3) 





Mặt khác, goi I là tâm của đường tròn (L) thi : 
CD - 2AI - 2 ке? và AB = 2OI = 2h 
= Ср? + AB? = 4(R? - h?) + 4h? = 4R? (const) 


(3) 
— ВС? + AD? = ВЮ? + AC? = 4R? (const) khi góc xAy quay quanh А. (ycbt) 


2/Ha BH LCD 


= AH І CD 
Vi ed 


Do CD -2«XR?-h? (const) 


jmaxdt(BCD) < 3maxBH = BI < AH = AI & AI 1 DC 
Vậy : CD L AI thi dt(BCD) lớn nhất. 


Vì BI = JAB? + AI? = 44h? + R? - h? = JR? +3h? 
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Nên 3maxdt(BCD) = ; СОВ! = J(R2 - h? XR? + 3h?) (ycbt). 


3 Н nhìn đoạn AI có định dưới 1 một góc vuông nên H thuộc đường tròn đường kính AI 
trong mặt phẳng (P) cố định. 
Đảo lại, lấy H' tùy ý trên đường tròn đường kính AI. 
Đường thẳng H'I gặp (L) tại CD' và C'D' là một đường kính của (L). 
Lại có PEN EE) BH' L CD' H là hình chiếu của B trên CD' 
i có : = = inh chiếu của B trên 
| AH’ L C'D' 
Vì góc xAy lấy tất cả các vị trí trong mp(P) khi quay quanh A, nën H vẽ cả đường tròn 
đường kính AI. 
Vậy quỹ tích của H hình chiếu của B lên CD, là đường tròn đường kính AI (với I là tâm 
tủa (L) nằm trong mặt phẳng cố định (P)). (ycbt) 
Bài 378 (ĐẠI HỌC KIẾN TRÚC - 1993) 
Cho một mặt cầu (S) tâm O tiếp xúc với mặt phẳng (P) tại I. Gọi M là một điểm di động 
trên (S). Hai tiếp tuyến của (S) tại M cắt (P) ở A và B. 


l/ Chứng minh rằng KMB - KIB. 


2 T là điểm đối xứng của I qua AB. Chứng minh rằng bốn điểm I, Г, M, O cùng nằm trên 
mặt phẳng và I'M di qua một điểm cố dinh J thuộc (S). 








3 Cho M di động trên (S) sao cho KMB = 3 các điểm A; B lần lượt chạy trên hai đường 





tháng d, d' nằm trong (P) và d, đ vuông góc với nhau tại K. Hãy chứng tỏ rằng khi đó mặt 
tàu đường kính AB luôn chứa một đường tròn có dinh, I' chạy trên một đường tháng cố định, 
và M di động trên một đường tròn cố định. 









AI tiếp xúc (S)tạiI = ОІ IA : AOIA vuông 
AM tiếp xúc (S) tai М > ОМ 1 АМ : ЛОМА vuông 


__ 


Nhung do : OI = OM = R > AOIA = ДОМА = AI = AM 
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Tương tự — BM = BI 


Vậy : AMAB = AIAB > ẤTB = AMB (dpcm). 
2/ Xét : (S) tiếp xúc (P) tại I > OI L (Р) > OIL AB (1) 
. [MB tiếp xúc (S) sả 
Khi : ME = (MAB) tiếp xúc (S) 
MA tiép xác (S) 
=> ОМ 1(МАВ)» MO LAB (2) 


Иные: 15-55 о 3 OP LAB (3) 
Ee a Ai L IET F 


Từ (1); (2) và (3) = Bốn điểm I; Г; M; O cùng nằm J 
trên một mặt phẳng qua O vuông góc với AB (ycbt). NN 
Với J là giao điểm của (S) và МГ; goi E là trung điểm be M 
cua IT. < 
Ta có : (MAB) tiếp xúc (S) — ME tiếp xúc (S) 7^ 
= ME 1 OM, hay ЛОМЕ vuông tai M h «Дз 
=> ЛОМЕ = AOIE > МЕ = IE 


t 


Hay ME = = => AI'MI vuông tai M 


> Т == 


Vậy J đối xứng với I qua О, hay МІ qua điểm J cố định thuộc (S). (рст) 
3/ Để ý đến mặt cầu đường kính AB luôn chứa đường tròn cố 
định đường kính KI nằm trong mặt phẳng vuông góc với (P). 

Khi Г lưu động trên đường thẳng Kx sao cho d là phán 


giác của IR. 


= M di động trên đường tròn cố định là giao điểm của (S) 
và mặt phẳng (УКГ). (đpem) 
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Chuyên dé 20: РНӦІ НОР CÁC KHÔI HINH HỌC KHÔNG GIAN 


LPHƯƠNG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp là sử dụng các định nghĩa về sự nội tiếp, ngoại tiếp giữa hai khối 

hình học khác nhau và sự tương giao giữa các khối với nhau. Chẳng hạn hình cầu nội tiếp 

hình nón, hình trụ nội tiếp hình cầu, phần chung của hai hình chóp, ... qua hai bước cơ bản : 

ñ B, : Phối hợp định nghĩa và quán lý giả thiết. 

О B: Phối hợp các công thức thé tích, diện tích... của các hinh khối, sau đó kết hợp với các 
định lý hình học sơ cấp để tìm các quan hệ liên thuộc : giữa diện tích, thể tích, đường cao, 

bán kính, đường sinh, cạnh bên, cạnh đáy, các loại góc, ... 










.L CÁC BÀI TOÁN CƠ BẢN 
Bài 379 
Tìm thể tích của một hình lăng trụ đứng có đáy là hình thoi mà góc nhọn là a, ngoại tiếp 


mặt cầu có thể tích bằng V. 





Giải 
Để ý thấy hình chiếu của mặt cầu trên đáy hình lăng trụ 
là một đường tròn nội tiếp hình thoi ở đáy hình lăng trụ. 
Đường tròn này có tâm là hình chiếu của tâm hình cầu trên 
đáy trùng với tâm hình thoi và có bán kính bằng bán kính 


mặt cầu. 
Gọi bán kính mặt cầu là r, ta có : 


М = I — rz 49V. 
3 Vas 


Dựng DI 1 AB > DI = 20H = 2r 


ADAI đ -9005 DA = DL. 3r 


sina sina 








Đường cao lăng tru cũng bằng đường kính hình cầu : h = 2r 
= Vụ = dt(ABCD).A'A = DA^*sina.2r 


3 
S SY l Qa 


sina nsin 








= Vy = 


Giài 
Để ý thấy hình cầu tiếp xúc với các cạnh của tứ điện đều này 
sẽ nội tiếp hình lập phương, tức là tiếp xúc với các mặt của hình 
lập phương tại tâm của mặt (tâm hình vuông). 
= Các tiếp điểm đó là trung điểm các cạnh tứ diện đều. 
= Đường kính hình саи bằng canh hình lập phương có 
đường chéo bằng a (cạnh tứ điện đều). 
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=> Mỗi cạnh hình lập phương bằng : a 


Do đó bán kính hình cầu bằng : R «53 (ycbt) 


Ш. GIẢI TOÁN THI 
Bài 381 (DAI HỌC KHÓI B - 1971) 

Một hình cầu bán kính R tiếp xúc với mặt phẳng (P). Một hình nón tròn xoay có đáy nằm 
trên (P), có chiều cao h và bán kính đáy cũng là R. Người ta cắt hai hình đó bằng mặt phẳng 
(Q) song song với (P) được hai thiết diện và gọi x là khoảng cách giữa hai mặt phẳng (P) và 
(Q) (x < 2R, x < h). 

a/ Нау tính tổng các diện tích của hai thiết diện đó theo h, R và x. Biểu thức ấy còn thích 

hợp cho trường hợp h < x < 2R nữa không nếu ta kéo dài các đường sinh của hình nón để cho 

chúng cắt mặt phẳng (Q). | 
b/ Khảo sát su biến thiên và vë đồ thị của tổng các diện tích ấy khi x biến thiên. Biện luận 
du các trường hợp. 

Giải 

a/ Để đơn giản khi giải ta tịnh tiến hình nón sao cho chân 
đường сао Н của hinh nón trùng với tiếp điểm của hình câu 
với mặt phẳng (P). 

Khi đó nói chung mặt phẳng (Q) song song với mặt 
phẳng (P) cắt cả hình nón và hình cầu theo các tiết diện là 
các đường tròn bán kính К, = IB và R. = IB. 

Theo giả thiết ta có : 

IH = x, SH = h, KH = 2HA = 2R 
О ТН, :0 <х < 2R x < h 

Từ ASIB œ ASHA, ta сб: 

IB SI _ IB SH-IH h-x Š 
HA SH 7: a ot ©hị 








< ІВ = р 
h 


Xét tam giác vuông НВ'К, ta сб: B 
IB? = IK.IH = (KH - IH).IH = (2R - x)x. 
Gọi y là tổng diện tích của các thiết điện tạo được : 


2 
y = л1В? + xIB” = ET -x) «(2R-xx| (1) 


C R H R А 
O THỊ; : h < x < 2R 


R š 
Hoàn toàn tương tu như trên ta được : IB = — (x - h), IB? = (2R - х)х 


=> Biểu thức (1) vẫn thích hợp cho cả hai khả năng trên. (ycbt) 
b/ Bây giờ ta khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của tổng các diện tích. 
0 «xX« 3 
Khi : 
0<x<h 
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Biến đổi sơ cấp hàm số : 


В? 2 
yz y: -7* + (2R - x)x 


2 
< veneta п) (1) 


Đây là hàm số bậc hai đối với х, đường biểu diễn của у là 
một Parabola. (Độc giả tự vẽ hình) 








Xp = — = ——bəy—  —— = —— Ñ P = 
2a 2 R R+h 
2E 1 — 1 
h? 
Toa dó dinh : R 
13x R^|— 1 
HA R Е ан _ 21nR*h 
dan Á Ë | R R+h 
п —- 1 QU 
h? h 


2 
. < a 1> 0 — L >1 © R > h : đường biểu diễn của hàm só y là một Parabola quay bë 


bm về phía y duong, tung độ dinh là giá trị nhỏ nhất : 


2nR”h "ES 
R+h ` R+h 


miny = yp = 








J (ycbt) 


' А <0 — - 1 © R < h : đường biểu diễn của hàm số y là một Parabola quay bề 
lóm vé phía y âm, tung độ dinh là giá trị lớn nhất 
miny = yp = 2xR°h Ë = е) (ycbt) 
R+h R+h 
æ Đặc biệt R = h ta có y = xR”; dó thị là đoạn thẳng song song với truc hoành (ycbt). 
Bài 382 (DAI HOC KHÓI B MIỄN BẮC - 1972) 





Một binh hình nón tròn xoay (dinh ở dưới, đáy ở trên) có bán kính đáy là R, góc giữa 
[đường sinh và mặt đáy là a. Bình chứa đẩy nước và chứa một quả cầu, mặt câu tiếp xúc với 
mặt nước và mặt xung quanh của bình. 


w Tính thể tích của khối nước nằm dưới quả câu. 
bí Nếu vớt quả cầu ra thì chiều sâu của khối nước sẽ là bao nhiêu ? Tính cụ thể chiều sâu đó 
khi : R = V3 cm, a = 60". 
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Giải 
а/ Nhận thấy tâm О của quả cầu nội tiếp trong hinh 
nón nằm trên đường cao SH của hình nón hạ từ đỉnh S 
xuống đáy. Xét thiết diện (ASB) đi qua SH, gọi r là bán 
kính quả cầu nội tiếp, У, là thé tích khối nước nằm dưới 
quả cầu và V là thể tích của toàn bộ khối nước ta có : 


Via 2 1EN' SK T KE? [og Е =] 





4 з 


Ta có : V = сла? SH - лт? = H2 SH' 


Gð | н 


Trong đó SH' là chiều cao của khối nước hình nón sau khi đã vớt quả cầu. 





5 


Ta có : HB = R, r = OE = ON = OH = HBtan = = Rtan S 


SH = HBtana = Rtana, KN = ONsina = rsina 
KE = OE - OK = r - ONcosa = r(1 - cosa) 


SK = KNtana = rsina tana, H'B' = SH' cota = 





œ 
Thay các kết quả tính được vào biểu thức của V, và V thì : 


TL : : 2 
Vị = d sin? a.rsinatana - nr? (1 — cosa) Ë _ 


r(1 - | 
3 





. 4 
= Vị= “rẻ — (1 - cosa)?(2 + cosa) 
3 cosa 


тз (1 - cos? a)? — cosa(1 – cosa)?(2 + cosa) 


= V, 


3 cosa 
2 
= V, = Жүз(1 — сова)? M 0089) - cosa(2 + сово) 
cosa 
< 2 T 2 
= Vị п 3U- cosa) = вва 2Ì" cosa) (yebt). 
3 cosa 3 2 cosa 
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b/ 


G | m. 


V = —nR?Rtana - aR tan? Š = 1 


=—rR° (tana - 4tan? 3 


c° 


1 " 
Mà V = —1——— SH 


r3 
ЭЛ SH = ол 
tan 


З tanœ 
Từ đó suy га : SH? = R*tan?a(tana - 4tan? — 





= SH = R an tana — йал) s 4tan?a ап? 


Khi R = 3 (cm), а = 600 ta có : 


SH' = 5345 -45 28 š E 58 = #15 (cm) (усы) 


Bài 383 (ĐẠI HỌC KHÓI B MIỄN BÁC - 1972) 





Cho một hình nón tròn xoay cao 15em, bán kính đáy bằng 6cm. 
а Tìm chiều cao và bán kính đáy của hình trụ có điện tích toàn 
hình nón đó. 






phần lớn nhất nội tiếp trong 
[b Hãy cho biết diện tích toàn phần của hinh trụ đó bằng bao nhiêu ? 


Giải 
а/ Gọi r và h lần lượt là bán kính đáy và chiều cao của hinh trụ 


có điện tích toàn phần S lớn nhất nội tiếp trong hình nón, ta có 
điêu kiện : 
6>r>0 г 
= б = 2xr“° + 2nrh (1) 
15»h»0 
Gọi (SAB) là thiết diện qua dinh S của hình nón có tám O, 
đáy là H. 
= SH = 15 (cm), 














AH = 6 (cm) 
2(15 - h) 
SHUh ^y аг pisce (2) 
MI ӨН U O 8 vs 30 — 5r 
h = z (3) 





Thế (3) vào (1) ta сб: S = S(r) = 2xr? + 2»: [20 - br 


= S(r) = - 6nr + 30x = - 6n(ír - 5)=0 — 
Bảng biến thiên : 


| «er! + 30m ~ HẠ) 


r=5 > S(5) = 75л 





Dựa vào bảng biến thiên = maxS = 75x tương ứng r = 5 


Thay r = 5 (em) vào (3) và (4) ta được : h = 2,5 (em) 
b Độc giá tự giải. 
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Bài 384 (ĐẠI HỌC KHỐI B MIỄN BẮC - 1972) 


Cho nửa hình cầu bán kính r và một nửa hình nón xoay ngoại tiếp với nửa hình câu (mặt 
đáy của hai hình nằm trong cùng một mặt phẳng). Gọi góc đỉnh của nón là 2ơ. | 


12 
а/ Với góc œ nào thì diện tích toàn phần của hình nón bằng - điện tích toàn phán của nửa 


hinh cáu. 
b/ Vói góc a nào thi hinh nón có thé tích nhó nhát. 
Giải 
Gọi (SAB) là một tiết diện qua đỉnh S và tâm H của 
hình nón ngoại tiếp với nửa hình cầu bán kính r, ta có: 


HI = r; АЙП = А8Н -ZAB = a 


(SH 1 AH, HI 1 SA > KHI - KSN) 


























= AH = m EEG м 
созо cosa A H B 
Sina cosa sina sina sina 


Gọi SP, S? và V, theo thứ tự là diện tích toàn phán của nửa hinh сайи, hinh nón và thé 
tích của hinh nón, ta có : 
SP = лр? + 2mr? = 3nr? 








T r 
S? = ЛАН? + xAH.SA =m——— + л — 
cos“ o cosa COSGSInœ 
12 nr? (sina + 1 12 
Vì S? = = SP c2 — ыл! = — 3nr? 
5 sina - sin” œ 5 


<> 36sin?a - 3lsinơ + 5 = 0 


0 


<> 36(sina + v (sina - 5 [sina - z) 
6 6 


O | н 


< sina = P v Sina = 
6 
(Vi a là một nửa góc ở dinh của hình nón > š > а > 0) 


Tương ứng diện tích toàn phần của hình nón bằng Е diện tích toàn phần của nửa mặt 
cầu. (ycbt) 
Ы Tae: Vos R MOS ET + 
3 З соѕ?а sina 
z9 Va = ОБР ЛЕР TA = Lag? ` 


cos?asina 3 sina - sin?a 
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1 s3sin”œcosơ - cosa 


Do đó: У, = У (а) = = 
З (sina – sin3 а)? 
1 F = š 
cosa| sina — — || sina + — 
3 3 
= V'a) = nr? eme 
(sina — sin" a) 


Khi a bién thién trong khoáng (o z thi 


ој 


Va = 0 а = ơi, trong đó sina, = 


Ta có bảng biến thiên : 





Do đó hàm V,(a) dat cực tiểu tai a = ơi 
Vậy với œ xác định bởi sina = v3 thì hình nón có thể tích nhỏ nhất : 


V, = m (ycbt) 






Bài 385 (DAI HOC BÁCH KHOA TP.HCM - 1977) 
Cho hinh chóp tam giác đều SABC, canh đáy là a. Góc ở đỉnh của mặt bên là a 









a/ Tính thé tích của hinh chóp đã cho. 
b/ Tính diện tích xung quanh của hình nón đỉnh S nội tiếp trong hình chóp đó 


Giải 





a/ Thể tích của hình chóp đều S.ABC 


V= S d'(ABO) x SO (1) 


Trong đó, O tâm đường tròn ngoại tiếp tam 











giác ABC 
Gọi M là = của AB 
5 OM = 50M = = 
MA 
Trong ASAM ta có : SM = M — 
tan— X 2tan— 
2 2 
Trong ASOM ta có : 
а? за? 9a? — 3a? tan? i 
SO? = SM? - OM? = ЫЕ Mee 
36tan? 


4tan? € 
2 2 
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a43.|3 – tan? — 
= SO = ^ 
6tan— 
2 


EN 


Để ý thấy : dt(AABC) = 


2€ 
di 1 zd Pr жс ЕЕЕ ап? 
Nên : > У = —x 
6tan— 
2 








3 (ycbt) 
24tan— 
2 
= š a⁄3 | 
Ь/ Та сб đáy của hình nón là hình tròn ќат О, bán kính К = ОМ = 6 và đường sinh 
i-o - 
2tan— 
2 


Diện tích xung quanh của hình nón là : 


"S, m E + na? 43 y 
œ 





Sa = ХК = xx ОМ х SM = x 


Bài 386 (ĐẠI HỌCTỔNG HỢP KHỐI А - 1977) 


Cho một hình cầu tâm O bán kính R đường kính SS'. Một mặt phẳng vuông góc với SS' cát 
hình cầu theo một đường tròn tâm H sao cho ABC là một tam giác đều nội tiếp trong đường 
tròn này. Đặt SH = x. 

a/ Tính những cạnh của tứ diện SABC. Định x để SABC là một tứ diện đều, trong trường hợp 
này hãy tính thể tích của nó. 















b/ Giả sử tứ điện SABC đều, chứng minh thể tích của tứ điện S'ABC bằng 5 thé tích của tứ 






diện SABC và chứng minh tam diện S'ABC có đỉnh là S' có 3 góc vuông. 
Giải 

a/ Ta có : H là tâm của đường tròn ngoại tiếp AABC đều. 

= НА = HB = НС > SA = 8B = SC 


ASAS' > SA? = SHxSS' = 2Rx 2 SA = SB = SC = J2Rx 
=> АН? = HSxHS' = x(2R- x) 
= АН = J x(2R - x) (= bán kính của đường tròn ngoại tiếp) AABC đều. 


= АВ = AC = BC = 43 AH = J3x(2R - х) 
Lúc đó : S.ABC là tứ điện đều < SA = AB < V2Rx = J3x(2R — X) 


< 2Rx-3x2R-x) (0<x<2R) © х= S (ycbt) 
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(ycbt) 





8R3./3 
27 


Thể tích của tứ diện đều S.ABC : V = 5 d'(AABO) x SH = 





b) Xét : S'H = 2R - SH = 2R -x = 2R- $R- ¬ 


tua Sdt(AABO) x S'H 


Vs ABC = Sdt(AABO) x SH 





2R 
V ; 
Do dó n at d = Vs ABC = 2 Малко 
3 
Lai сб: S'A? = S'HxSS' = T 2R - = 8B? = 5'С? 
> S'A? + $ В? = -5 AB? £A = S'A? + S'B? - AB? 
Váy : KS'B = 90? 


Hoàn toàn tuong tu : KSO = ESt = 90? 


Vậy tam diện S'ABC là một tam dién vuóng. (ycbt) 
Bài 387 (DAI HOC BÁCH KHOA HÀ NÓI - 1994) 
У Tính thé tích của hình chóp S. ABC, biết rằng đáy ABC là một tam giác dèu có cạnh bằng 
а mặt bên (SAB) vuông góc với mặt phẳng đáy, hai mặt bên còn lại cùng tạo với mặt phẳng 
бу một góc bằng a. 
2 Trong các hinh nón tròn xoay cùng có diện tích toàn phần bằng r, hình nào có thể tích lớn 
nhất ? 





lí Từ S kẻ SH L AB. Giả thiết dà сб: 
(SAB) L (АВС) = SH 1 (ABC) 
Từ H kẻ HN 1 BC, HP 1 AC 
Theo định lý ba đường vuông góc, ta có : 
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SN 1 BC йз 
ке” — 3 


ASHN = ASHP > HN = HP 
a 
2 


AHNB = AHPA => HB = НА = 


SA рь XD 
2 4 


a3 


— SH = HNtana = N. tana 


в 2/8 3 
ача баьа Xm = а tana (ycbt) 
4 4 16 


2/ Xét: S, = n = nR? + nR} ( chiéu dài đường sinh) 





và Vsanc = 








=й” ng | 
1= К? +R {= = — – Қ 
= + = R R 
2 
Lúc đó: У = 2 лк? = ZRHP - RẺ = z R? (x- RJ -R? 


e E из 2. -2 - ву - 2R? 
3 R? 3 











2 2 2 $ He 929 yết... 
= ү? = I R2G - 2R?) = T oR?ü-2R?)« —. 2-85 вале SI 
9 18 18 2 12 
V mid x2 (2) 
Ja 32 
Đẳng thức trong (1) hoặc (2) xảy ra < 2R* = 1 - 2R* | 
oR = đi <> К = ha | 
4 2 | 
| 
x2 рый 


Үау : maxV = ——— tương ứng R = —; (ycbt) 
iy x 12 g ung 2 2 y 


Bài 388 (DAI HOC TÀI CHÁNH KÉ TOÁN - 1995) 


Cho hình cầu tám O bán kính R tiếp xúc với mặt phẳng (P). Một hinh nón tròn xoay @ 
đáy nằm trên (P), có chiều cao h, có bán kính đáy bằng R. Hình câu và hình nón nằm vé mit 
phiá đối với mặt phẳng (P). Người ta cát hai hinh đó bằng một mặt phẳng (Q) song song với 
(P) và thu được hai thiết diện. Gọi x là khoảng cách giữa (P) và (Q). 


1⁄ Tính tổng diện tích hai thiết điện với giả thiết x < 2R và x < h. 
2/ Khảo sát theo x sự biến thiên của tổng diện tích hai thiết diện này. 
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€—,"————— А... 








lí Gọi: |S; là diện tích thiết điện tạo bởi (Q) và hình cầu. 
S» là diện tích thiết điện tạo bởi (Q) và hình nón. 


S, = лг? = n| В? — (х – R)? | = 1(2Rx - x?) 


E S, _ (h - x Eg — rR?(h - х)? 
лв? h? 2 h? 
2 2 
Lúc đó : f(x) = S, + Š> = xin. x y; МААСЫ, 
h 
8. 039. 9^ 5 Hà 
2/ Ta viết : ааа 
2x(R - h)[(R + h)x - Rh] 
= f'(x) = =_= 


h? 
Ta chia nhó các khá nàng sau dé láp báng bién nhién : 
ñ TH:R»hR-h^»0 
Ta có báng bién thién : 
=> (ycbt) 





ñ TH; : R<h <2R  R-h <0 
Ta có bảng biến thiên : 
= (ycbt) 





D TH;ạ : R < 2R<hh > R-h<0 
Ta có bảng biến thiên : 
=> (ycbt) 
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O TH,: h = R > y = fx) = n R? = const = (ycbt). 
Bài 389 (TRƯỜNG HÀNG KHÔNG VIỆT NAM - 1997) 

Cho hình hộp chữ nhật ABCDA'B'C'D' (AA' // BB' // CC / DD), AA' = а; AB = b; Ар = е 
Một mặt phẳng (P) qua C' không cắt hình hộp, mà cắt các canh kéo dài AA'; AB; AD tai B; F; G. 





b/ Tim vị trí của mp (P) để thé tích tứ điện AEFG nhỏ nhất. 
Giải 
а/ Để ý thấy (P) ^ (BB'C'C) = CJ và (P) ^ (AA'D'D) = EG và EG // С'Ј 
= F, G, J thàng hàng (vi chúng là các diém chung cúa 
hai mp (P) và mp (ABCD). 
Gọi I = EG ^ ABC. 
Kẻ II' 1 mp (ABCD) 
= C'I = CT, IG = CJ và CT // FG 
= CT//CT // FG 
Định lý Thalès cho : 











IT GT GI |, a CJ 
AE GÀ СЕ AE. GA 
а ` BJ = BC a 





c» — — é —- = 
AE GA AE UE. 
a b x s `. Bd € c AB с BJ AB 
Do đó: ——+——+ "Serra UE e dto Ы 
AE AF Же; 266 AF AG GA АЕ 

BJ _ BF 


Tương tu : — , thay vào (1), ta được : 
CA AM OCA 


a b (c _ ВЕ ÀD AF 
—— + — + + — = — = 1 (đpcm). 
AE AF AG AF AF AF 
b/ Gọi V là thé tích tứ điện AEFG ta có : 


(1) 





scc ua ua cc pe me — i 
коп 2 асы е 
AE АЕ А 
Ар dụng ВРТ Cauchy, ta có 
v.v ` DE (2) 
6 a b с Y 2 
AE АЕ АС 
3 
AE AF AG 1 AEG. 
Dấu đẳng thức trong (2) xåy ra © ——-——-——-— o AF = 3b 
a b с 
АС = 3c 
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Chuyên đề 21: PHÉP BIỀN HÌNH & PHÉP DỜI HÌNH 
TRONG KHÔNG GIHN 


_L GIẢN LƯỢC KIỀN THÚC TÔI THIÉU 
0 Mỗi hinh Ж bất kỳ của mặt phẳng là tập hợp con của tập các mặt phẳng (P) : ta viết 26 c P 
hay (P). 
О DN; : (f là một phép biến hinh trong P)  (f là một song ánh từ P vào P) 
Tavit :f:- P ——» P 
M i— M'= M) 
0 DN; : f là một phép biến hinh và Z là một hinh nào đó. 


cad 26 = f(2) = (M' = f(M) | M e 76} : Ж' là hinh biến của 76 qua f. 
O Điểm bát động. 
M là điểm bất động của f nếu ЙМ) = M. 
ñ Phép biến hình đồng nhất. 
f được gọi là phép biến đổi đồng nhất, nếu qua f mọi điểm của mặt phẳng đều bất động. 
Ký hiệu : I hay e và ta có : VM e P : (M) = e(M) = M. 
O Hình bất động. 
Qua f: 26 được goi là bất động nếu : (Ж) = Ж. 
0 Điểm kép : M là điểm kép của phép biến hinh < f(M) = M. 
0 Phép biến hình ngược. 


Vì phép biến hình f là một song ánh trên P, nên tón tại ánh xạ ngược f `! cũng là song 
ánh từ P vào P. 





M =fM) = M = f (M) 
ñ Tích của hai phép biến hình. 

| f là phép biến hình M thành М, 

|g là phép biến hinh M, thành M’ 
Thi phép biến hinh h bién truc tiếp M thành M' được gọi là tích của hai phép bién hinh f 
và g theo thứ tu đó. 
Ký hiệu : h = g,.f < h(M) = g,ftM) = g[ftM)] 

M I—— Mir t м 
h = gf 


Phép biến hinh bảo toàn kích thước của hình gọi là phép dời hình. 
1. TA XÉT CÁC PHÉP DỜI HINH ĐẶC BIỆT NHƯ SAU : 
(0 Phép đối xứng trục 
Trong mặt phẳng (P) cho đường thẳng A cố định. Với mỗi điểm M, dựng điểm M' sao cho A 


là đường trung trực của đoạn MM.. 
=> Điểm M' là điểm đối xứng của М qua phép đối xứng trục A. 
Ký hiệu phép đối xứng trục A là : Ð, 


(^ 1 MM' tại Н 
Vậy : РМ) = М’ + , › 
|HM' = -HM 
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Tính chất : 
• Truc A là tập hợp các điểm kép. 
e Hình biến của một đường tháng d là một đường thẳng d' có tính chất. 
=1. 
khi d cát A — d' cắt d : lúc đó A là phán giác của góc hợp bởi d và d'. 
e Ніпһ đối xứng trục của một đường tròn (C) là một đường tròn (С) có cùng bán kính. 





О Phép đối xứng tâm 
Trong mặt phẳng (P) cho một điểm I cố định. Với mỗi điểm M dựng điểm M' sao cho I là 
trung điểm của đoạn ММ'. 
=> Điểm M' là điểm đối xứng của M qua phép đối xứng tám I. 
Ký hiệu phép đối xứng tám I : B, 


Vậy : D (M) = M' < IM' - -IM 
Tính chất : 
e Тат I là điểm kép duy nhất. 
e Hinh biến của một đường tháng d là một đường tháng d' có tính chất. 
d không qua I > khi d' // d; d qua I > khi d' = d. 
se Hinh bién của đường tròn (C) tâm C là đường tròn (C') tâm C' có cùng bán kính và I là 


trung điểm của CC'. А. | 





O Phép tinh tiến 
Trong mặt phẳng (P) cho vecta cố dinh у. Với mỗi điểm M, dựng điểm M' sao cho MM' = v. 
= Điểm M' là điểm đối xứng của M trong phép tịnh tiến vectơ v. 


Ký hiệu phép tịnh tiến vectơ v là: C š 
V 


Tóm tắt : Ç, (М) = М Ə MM'- v 
V 
Tính chát : 
e Nếu vz 0: khóng có diém bát dóng. 


e Nếu v= 0: mọi điểm đều bất động : Ç, = e là phép biến đổi đồng nhất. 
V 


Hình biến của vectơ MN vectơ M'N' = MN 
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Hình biến của một đường thẳng d là một đường thẳng d ' với : 

Khi d không cùng phương với Y 3 а/а 

Khi а cùng phương với v ба d 

Hình biến của đường tròn (C) tâm C là đường tròn (C') có cùng bán kính và CC' = v. 
M M 





ñ Phép quay 
* DN : Cho một điểm О cố dinh và góc dinh huóng a. Phép quay tám O vói góc 
quay ọ là một phép ёі hinh biến điểm O thành chính nó và bién mỗi điểm M 


thành M' sao cho | 


Ký hiệu phép quay tám O, góc quay ç là : Q(O; ç). 
* Tâm O là điểm kép duy nhất. 
* Tâm quay O là giao điểm của hai trong ba đường : 
> Trung trực của AA.. 


> 


> 


9 Định lý : 
Tích của hai phép đối xứng trục trong đó hai trục 
đối xứng cắt nhau tại O là một phép quay tâm O 
và góc quay bằng hai lần góc định hướng hợp bởi 
hai trục. 


© Dinh lý đảo : 
Mọi phép Q(O; Фф) (với o z 0) có thé xem 
(bằng nhiều cách) là tích của hai phép 
đối xứng trục với hai truc cát nhau tại O. 


ñ Phép quay ngược 
6 Hình biến của đường thẳng : 


6 Hinh biến của đường tròn (C) tâm C bán kính R. 


nghiệm đúng (OC; OC) = 0 
9 Ghi chú : 


> 


w 


w 


OM' = OM M' 
(OM; ОМ” = 9 





Cung chứa góc a qua AA'. | 
Đường tròn (ТАА) : I là giao điểm của AM và AM. O 


D. ° B, = QIO; 205; Ầ)] 
D, «D. = QIO; XK; A] 


Q ' (O; o) = Q(O; -@) 
Q(O; 9) : d -> đ thỏa (d; d) = 0 


Q(O; 0) : (C; R) > (C; R) 
EAE e a 





Nếu hai đường tròn (C) và (C') bằng nhau và cát nhau tai A và B. 
Ta có thể bién (C) thành (C') bằng phép quy tám A và góc quay là : (AC; AC"). 
Đường nối liền hai điểm tương ứng M và M' phải qua B. 
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. PHÉP BIẾN HÌNH 
O Phép vị tự 
Phép biến hinh УТО; k) : М — M' sao cho OM' = КОМ gọi là phép vi tự tâm O tỷ số k « 0) 
° k»0 : Ta được phép vi tự thuận 
e k<0 : Ta được phép vị tự nghịch 
e k=1 : Phép vi tự là phép đồng nhất 
• k--1: Phép vị tự đối xứng tâm O với O là điểm kép 
V Phép vị tự biến đổi A —› A' và B ——> В’, thì đường tháng AB hoặc song song .A'B' hoặc 
trùng A'B' còn A'B' = kAB. 
V Phép vị tự biến một tam giác thành một tam giác đồng dạng với nó và các cạnh cùng phương nhau. 
V Phép vị tự biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng 
V Phép vị tu biến một đường tròn thành một đường tròn có bán kính К = lklR và О; O' thú 
tự là tâm vị trí thuận và nghịch của hai đường tròn tâm và Г thì (ГІ; ОО) = -1. _ 
C) Phép đồng dang 
Nếu : М) = M' và AN) = № 
Ta có : MN' = k.MN với k là hằng số. 


IL BÀI TẬP CƠ BẢN 
Bài 390 l 
Cho tam diện vuông Oxyz. Gọi A là điểm cố định trên Oz với OA = 1; At là tia song song | 
cùng chiều với Oy; M và N là hai điểm lần lượt chuyển động trên Ox và At. Tìm quỹ tích 
trung điểm I của đoạn MN trong mỗi trường hợp sau : 

1! OM + AN = 2 2/ OM.AN = 4 



























Giải 
Chiếu vuông góc I xuống mp (Oxy) thành J. Ta có : 
а NN = ZOA = v (vectơ cố định) 
(N' là chiếu của N xuống mp (xOy) 
Do đó : T 


J v I 








(T, : phép tịnh tiến vecta v ) 


v 


| х 
Từ đó ta chỉ cần tìm quỹ tích J rồi suy ra quỹ tích điểm I nhờ phép tịnh tiến T, cho cả 


hai khả năng trong ycbt. 
1/ Trường hợp OM + AN = 2 

Vẽ các đoạn vuông góc JH và JK xuống Ox và Oy. Do J là trung điểm của MN' nên H và 
К lån lượt là trung điểm của OM và ОМ. Chọn hệ trục toa độ cho тр (Оху) là Ox (hoành) và. 
Oy (tung). Ta có : 


OM 


x 
T 
to|— n|- 


S| S| 


ON - —AN 


z 
2 


y= 


Suyra:x+y= ;(0M + ON) = 1œ y = —x + 2 
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Với 0 < x < i và 0 < y < 5 thi J thuộc đoạn tháng EF trong mp(Oxy) với OE = trén 


1 
2 
Ox và OF = 5 trên Оу. 


Đảo lại lấy một điểm Ј thuộc đoạn ЕЕ ta chứng minh ¿J là trung điểm đoạn MN' với M є Ox, 
Х є Oy và OM + ON' = 2. Kéo dài ОЈ và lấy JJ' = OJ. 


Vẽ J'M 1 Ox, J'N' 1 Oy. Tứ giác OMJ'N' có tâm J là trung diém cüa MN'. 

Ngoài ra ta có : OM + ON' - 20H + 20K = 2(x + y) = 2 

Vậy quỹ tích của J là đoạn EF xác dinh như đã nói ở trên nên quỹ tích của I là đoạn E'F', 
hình tịnh tiến của EF trong phép tịnh tiến T, với Ў за 0A . (усь) 
2| Trường hợp OM.AN = 4 


с ху = LOM.LAN = ÌOMAN =1 
2 2 4 


ey: vói x > 0 
x 


Tương tự J thuộc nhánh dương của hyperbol (H) 
tó phương trình : y = Е 





Vậy quỹ tích của Ј là nhánh đương của hyperbol (H) có phương trình : y = z nén quj tích 


tủa I là hinh tịnh tiến của nhánh ấy qua phép tịnh tiến T, với v = ZOA (ycbt) 
UL GIẢI TOÁN THI 
Bài 391 (ĐẠI HỌC BÁCH KHOA - TP.HCM - 1994) 
Trong mặt phẳng (P) cho đường tròn (C) tâm O, đường kính AB = 2R. Lấy điểm S thuộc 


lường thẳng vuông góc với (P) tại O sao cho OS = R3 ; và I là điểm thuộc đoạn SO với SI = 28 


v3 


tòn M là điểm thuộc (C). 


l/ Tính tỷ số su vói H là hinh chiéu cüa I trén SM. Tü dó suy ra quj tích cüa H khi M di 


động trên (C). 


J Xác dinh vị trí сда М trên (C) để hình chóp H.AMB có thể tích lớn nhất. Tính giá trị lớn 
nhất này. 


3⁄ Tính góc phẳng của nhị diện canh SB tạo bởi mặt phẳng (SAB) và (SMB) khi BAM = ` 





6 
Giải 
SH SI 
| Ta có : ASHI  ASOM = 2 - 9 ., SH.SM = SLSO 
š ToO ge S° 
8H _ SI.SO d) 
SM SM? 


Mà : SM? = SO? + OM? = 4R? 


295 





а) SH _ 2R ку3. 2. 1 
AR? 


— bt 
SM SA (ycbt). 


“5 
Dung HJ // OM; J є SO > JH_1_m.# 
OM 2 2 


Do đó quy tích H là đường tròn tâm J bán kính 3 là hinh vi tu của đường tròn (C) qua 


phép vi tu VT(S; 2). (ycbt) 
S 

















2/ Qua H, ta dung HH' song song SO 5 
HH' L (P) tại H’ 
=> 
HH' = 250 J H 
2 
I 
Khi đó : dH; (P)] HH 2 O M 
1 IC ` | 
= Уз VH AMB = о ламын = 6 .AB.MK.HH 
= V = Z, .2R. ux МК với MK là đường cao AAMB. 
2 3 
= V < “ao: RS (1); vóik = O > М = М, 
3 /з EAE 
Vậy : maxV = xảy ra <> M là trung điểm cung AB. 


3/ Độc giả tự giải bằng định lý diện tích hinh chiếu : 


S 5 
COS@ = — = —— (ycbt) 
5Ф S 5 y 
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Bài 392 (ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG TP.HCM - 1995) 


Cho trên mặt phẳng (a) góc vuông xOy, đoạn SO = a vuông góc với mặt phẳng (o). Các 
йёт M, N chuyển động trên Ox, Oy sao cho ta luôn сб: 


OM + ON =a 
l/ Xác dinh giá trị lớn nhất của thé tích tứ dien SOMN. 
2 Tìm quy tích tâm I của mặt cầu ngoại tiếp tứ điện SOMN. Chứng minh rằng khi tứ điện có 
thể tích lớn nhất thì nó lại có bán kính mặt cầu ngoại tiếp nhỏ nhất. 


Giải 








/ Thé tích V của tứ điện SOMN là : 
V 


SOMN 


1 
V og ma SGS Q, 


Ž а ОМ.ОМ a) 


Áp dụng BDT Cauchy 
s, OM + ON | AS M 
6 2 24 


Dáu dáng thüc trong (2) xáy ra khi và 
chi khi: 


= V< (2) 





OM=ON= 2 
2 
3 


Vậy : maxV = Yi , tương ứng : OM = ON = z (ycbt) 


⁄ Gọi T là trung điểm của MN. Từ Г ta dựng I't // SO 
= It là trục đường tròn (OMN). 
Gọi I là giao điểm của I't và mặt trung trực của SO 
> IS = ІО = ІМ = IN 
= l là tám mặt cầu ngoại tiếp tứ điện SOMN. 
Trong mặt phẳng xOy, ta có : 


2 = Xp — Rem = —x Me 
ON r tyr 2 YI r 2 


Mặt khác, ќа сб: OM«ON-a- 0< TEETE Хү 2-3 


a 
0 < Хү < — 
Nên quỹ tích Г là khoảng M.N : 2 


а 
Jp7-—X, ler. 
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Nhận thấy : II = z so; v M; N. 
Vậy quy tích tám hình cầu ngoại tiếp tứ điện là khoảng M,N; : 
0<x<^ 


y=-K+— 
2 


- —> 
là hình tịnh tiến của MoNo theo vecta и = 208 


2 2 2 
SO ‚мо Чә = sửa” + OM? + ON? (3) 


Áp dụng ВРТ Schwartz, ta có : (OM + ON)? < 2(OM2 + ON?) 


Ta có : R = OI = 











> ом? +ON? > Z (OM + ONP = а? 

(3) 2 

нара с 86 — 1n 2 SNS kn OM = ON 
2 а 4 


Mà khi OM = ON thì thể tích tứ điện SOMN lớn nhất. 
Vậy khi V uy lớn nhất thì R nhỏ nhất. (рст) 


Chuyên đề 22: BÀI TOÁN CỰC TRỊ 
TRONG HINH HỌC KHÔNG GIAN 


Trong quá trình tìm kiếm lời giải nhiều bài toán hình học, sẽ rất có lợi nếu chúng ta xem. 
xét các phần tử biên, phán tử giới hạn nào đó, tức là phần tử mà tại đó mỗi đại lượng hình. 
học có thể nhận giá trị lớn nhất hoặc giá trị nhỏ nhất, chẳng hạn như cạnh lớn nhất, cạnh. 


nhỏ nhất của một tam giác; góc lớn nhất hoặc góc nhỏ nhất của một đa giác v...v.. 
Những tính chất của các phân tử biên, phân tử giới hạn nhiều khi giúp chúng ta tìm được 
lời giải thu gọn của bài toán. 
Phương pháp tiếp cận như vậy tới lời giải bài toán được gọi là nguyên tắc cực hạn. 
Như vậy bài toán cực trị hình học là cần thiết trong không gian. 
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LPHUONG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp cán kết hợp giữa các quan điểm tìm cực trị nhu sau : 
4 SỬ DUNG ВАТ DÁNG THÚC THÔNG DUNG 
0 Bát đẳng thức Cauchy cho các bién dai lượng không ám 


| (x) = A(x) + B(x) > 2 JAGx) B(x = const; Vx є D (1) 
2 
iom = A(x).B(x) < — = const; Vx e D (2) 


0 Nếu Эхо є D, dé dáng thức trong (1) hoặc (2) xảy ra 


min f(x) = f(xạ) 


ч xeD 
€» A(x) = B(xạ) = pee „йд (ycbt). 


0 Bát đẳng thức Schwartz cho các biến đại lượng tùy ý 


© р(х) = a(x).œ(x) + b(x).B(x) < Jla?) + b2(x)][e2(x) + B?(x)] = const; Vxe D (3) 


ф(х) = [a2(x) + b?G)Jfa? (x) + В2(х)] > [a(x)œ(x) + b(x)j(x)1? =const; Vx e D (4) 
| Nếu Эхо є D; để đẳng thúc trong (3) hoặc (4) xảy ra 


a(x9) P b(xạ) py ра) ic p(xo) 


bt). 
a(xo) B(xo) ie 





тіп а(х) = q(xạ) 
хє) 


В. SỬ DUNG TÍNH ВІ CHẶN СОА НАМ LƯỢNG GIÁC 
sinu(xo) = 1 so 3 max hứa) = а 1 


M 


h(x) = sinu(x), cosu(x) < 1; nếu 3x; € D | 
cosu(xo) = 1 





| C. SỬ DUNG БАО НАМ ĐỂ LẬP BẢNG BIẾN THIÊN 
р. SỬ DUNG CÁC NGUYÊN LÝ HINH HỌC СС HAN 
(MH là đường vuông góc 
'MA là đường xiên => 3min MA - МН = А = Н 
НА là hình chiếu 








l 






ñ Từ ý nghĩa đường kính là dây cung dài nhất của đường tròn, ta có : 


| 

| 

| D 

| HÊ QUÅ : M ở trên đường tròn (AB) đường kính AB; với O là M 
tâm thì : 

| 

| 


3max d[M; AB] = СО © MH = CO; СО 1 AB А В 


П Khoảng cách ngắn nhất giữa hai đường thẳng là độ dài đường 
vuông góc chung của hai đường thẳng đó. 


¡1ñ Xác dinh điểm M trên đường tháng (d) để (MA + MB)„¡„ 
| Đây là bài toán Bất đẳng thức A, cán phân biệt các trường hợp : 

V A; B ở khác bên so vói (D) 
min(MA + MB) - 





МА + МВ > АВ > 
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V A, В б cùng bên so tới (D) 
Dựng A' đối xứng với A qua (D). 
Lúc đó : A' và B ở khác bên so với (D), nên trở về trường hợp trên : 
МА + МВ > АВ &MA' + МА > AB. 


min(MA + МВ) = min(MA' + МВ) = AB 
tương ứng : М = Mo = (AB) ^ (D) 


© Kết luận : vậy trong mọi trường hợp ta xác định được М thỏa ycbt. 
O Xác định điểm m trên đường thẳng (d) de |MA - MB | max 
Tương tự cân phân biệt hai trường hợp : 


V A, Bởcùng bên so tới (D) 


(MA - MB| < AB 
^ | max|MA - MB| = AB 
tương ứng M = M, = (AB) ^ (D) 
V A, B ë khác bên so tới (D) 
|MA - МВ| < |MA' - MB| < AB 


Với A' là hình đối xứng của điểm A qua (d), thì A' và B 
ở cùng phía (D). 





max|MA - MB| = max MA' - MB| = AB 
tương ứng M = M, = (АВ) ^ (р) 


© Kết luận : vậy trong mọi trường hợp ta dà xác định điểm M thỏa ycbt. 


II. GIẢI TOÁN THI : 

Bài 393 (DAI HỌC KHÓI A MIỄN BẮC - 1972) 
Cho mót khói tá dién ABCD. 
a/ Một mặt phẳng song song với canh BC cát các canh AB, AC, DC, DB ở các điểm M, N, P, Q. 
Chứng minh rằng tứ giác MNPQ là một hinh thang phải thỏa mãn điều kiện nào dé tứ giác | 
đó là một hình bình hành ? là một hình chữ nhật ? 
b/ Cho biết các góc BAC, CAD, DAB là vuông, còn BCD là một tam giác đều cạnh a. Tính thể 
tích của khối tứ diện theo a. | 
c/ Cho biết BCD là một tam giác đều canh a và có tám là điểm O. Tính đoạn OA theo a sao 
cho mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD nhận đường tròn (BCD) làm một đuờng tròn lớn. Tính 


diện tích mặt cầu trong trường hợp ấy. Xác định vị trí của dinh A trên mặt câu ấy dé thé tích 
hình tứ điện ABCD lớn nhất. 

















Giải 
a/ Ta có : mp(P) / ВС = (АВС) œ (BCD) = MN // PQ 
Vậy thiết điện MNPQ là một hinh thang (ycbt). 
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Muốn cho MNPQ là hình bình hành; tương tự 
trên ta phái có thêm điều kiện NP // MQ, (P) // AD. 


Vậy điều kiện để MNPQ là hình bình hành là 
mặt phẳng (P) phải song song đồng thời với : BC và 
AD (ycbt). 


Hơn nữa để MNPQ là hình chữ nhật thì ta phải H 
tú MN 1 NP. . 


Vì BC // MN và AD // NP > ВС 1 AD 
Vậy điều kiện dé MNPQ là hinh chữ nhật là BC 1 AD (ycbt). 
У Tứ diện ABCD là tứ diện vuông ở A. 
BC = CD = DB =a 





— 


AB = AC = AD = CĐV? „ av2 


Vậy thể tích khối tứ điện ABCD là : 


3 3 
v = gAB| 2 ACAD -l(agp „1[аУ2| _ a°2 (ycbt). 
3^2 6 6| 2 24 





0 Dé ý đường tròn (BCD) là một đường tròn lớn của mặt câu ngoại tiếp tứ diện ABCD và có 
Ú là tâm của tam giác BCD cạnh a, nên tâm O của tam giác đều BCD cũng chính là tâm của 
mặt cầu ngoại tiếp tứ dien ABCD. 


КОА = ов £ 975 

3 

Từ đó diện tích S, của mặt cầu ngoại tiếp tứ điện ABCD là : 
2 

r3 4 2 

n = — Ta 


S. = 4x OA2 = “| 
3 


Gọi AH là đường cao của tứ điện ABCD hạ từ đỉnh A 
móng mặt đáy (ВСР). 

AHOC (Н =90°) — AH «OA 
Và tính được thể tích của khối tứ điện ABCD bàng : 














1 1Í1 ауз 
V =—S&S ‚АН = -|—.—_a|AH 
з ABCD 3 Ë 2 | 
2 2 
_ УЗа? УЗа* oA (1) 
12 12 
Dấu dáng thức trong (1) xảy ra < H = A (hinh chóp A.BCD déu) 
2 
= 3maxV = en .OA (усы). 
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Bài 394 (ĐẠI HỌC KHỐI A - MIỄN BẮC - 1974) 


Trong mặt phẳng (P), cho hình vuông ABCD có cạnh bằng a. Trên đường thẳng Ax di qu 
A và vuông góc với mặt phẳng P, người ta lấy một điểm S tùy ý, rồi dung mặt phẳng Q qua À 
cát SB, SC, SD lần lượt tại B', C', D'. Biết (Q) 1 SC. | 


a/ Chứng minh rằng SB vuông góc AB' và SD vuông góc với AD.. 
b/ Tim các quỹ tích của B', C', D' khi S chay trên Ax. 


c/ Xác định vị trí của S trên Ax sao cho hinh chóp C'ABCD có thể tích lớn nhất và tính thé 
tích &y. | 














Сіаі 
СВ 1 AB 


UE mS CB 1 (SAB) 5 AB' CB 1 AB 
E nidum LAE T 


Mặt khác ta có : SC 1 AB; (vi AB' nằm trong mp(Q) mà SC 1 Q). 
Do đó AB L (SBC) > SB = AB L SB (рст). 
Chứng minh hoàn toàn tương tu ta có AD' 1 SD (đpem). 
., |B'e (SAB) 
iei e - 900; A, B cố dinh 


= Vậy quj tích của những điểm B' là đường 
tròn (trong mặt phẳng (SAB) đường kính AB. (Độc 
giả tự làm phần đảo) 


* Tương tự ta có quy tích của những điểm D' 
trong mặt phẳng (SAD) đường kính AD (yebt). 


° Tương tự ta cũng có quỹ tích của những điểm 
C' là đường tròn trong mặt phẳng (SAC) đường 
kính AC (ycbt). 


c/ На CO 1 AC. Và thấy OC' / SA; SA 1 P nên : 
1 ; 
V = Vc ABCD = 3 Элвср ОС 


Vì hình chữ nhật ABCD là cố định, nên thể tích V sẽ lớn nhất khi ОС' là lớn nhất. C' luôn 
luôn nằm trên đường tròn đường kính AC. Vì vậy OC' sẽ lớn nhất khi nó là bán kính. (Như 
vậy có hai vi trí Со và Co" đối xứng với nhau qua AC cùng thỏa mãn tính chất đó : 


С'оС"о L AC tại О; СС", c (SAC). 

| | a⁄2 
Khi đó OC' = OA = OC = EF hay này tam giác vuông SAC có OC' là đường trung bình, 
tương ứng do đó : AS = 20C' = a9. 


Vậy khi S (nằm trên Ax) cách A một đoạn a /2 (có hai vị trí Sy và Sy đối xứng với nhau 
qua A) thi hinh chóp C'ABCD có thé tích lớn nhất, và thé tích đó là : 


V 1,2 ау2 E а? J2 


3 2 6 


V 





(ycbt). 
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Bài 395 (DAI HỌC Y - NHA - DƯỢC - 1976) 
Cho hình vuông ABCD cạnh a. Gọi SA là đoạn thẳng góc với mặt phẳng (ABCD) và SA = a 
và M là một điểm di động trên đoạn SD. Đặt SM = x. 
| # Mặt phẳng (АВМ) cắt đoạn SC tai N. Chứng minh tứ giác MABN là một hình thang vuông. 
Ы Đặt y = AM”. Tính y theo a và x. 
ç Khảo sát sự biến thiên và vẽ đường biểu diễn của y = АМ? khi M vẽ trên đoạn SD. 
Giải 
Ta có : AB // CD = AB // (SCD); AB c (ABMN) 
= (ABMN) ^ (SDC) = MN // AB // CD 
AB 1 AD 


Lai có : AB 1 (SAD 
D wc ah 


=> АВ L AM > MN 1 (SAD) 
= MN 1 AM 


Vày AMNB là mót hinh thang vuóng hai dáy là AB và 
MN (ycbt). 


Ы Gọi H là hình chiếu của M xuóng canh CD. 



















ADMH o ADAs= MH . MD av2-x _ quy. a/2-x 
SA DS a/2 J/2 
ЛАНМ > АМ? = АН? + НМ? 
НМР vuông cân = HD = НМ = av2-x 
J2 
x x 
= АН = Ар - Нр =a - а — — | = — 
| š) 2 
Do đó: AM? = x- (ау2 – х)2 _ x? + 2a2 + х? _ 2a/2.x 
Rd LLL ЛГЕН ER LS 


= АМ? = х? – a⁄2x + a? 
Vậy у = х? -aJ2x « a? ; Vx € [0; a V2] (ycbt). 
У Miền xác định của y : D; = [0: a V2 ] 


2 
5 у =2x-axv2 =0 us ME 45521... 
2 2 
Báng bién thién : Đồ thi : y 
70. ЭБИИ B 
а? Ệ 
2 





ау2 ау? X 
Đường biểu diễn là cung Parabola ASB. 2 
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Bài 396 (DAI HOC BÁCH KHOA - TÓNG HỢP - 1980) 


Trong không gian cho ba tia Ox, Oy, Oz từng đôi một tạo với nhau một góc a (0 < а < 90) 
trên Ox, Oy, Oz lấy lần lượt các điểm A, B, C sao cho : OA = a, OB = b, OC = c. | 
1/ a, b, c phái thỏa mãn hé thức gi dé tam giác ABC có góc A vuông ? Hãy tim điều kiện cẩn. 
và đủ ràng buộc b, c, a dé tim được a thỏa mãn hệ thức ấy. | 


2/ Giả sử a có định (0 < a < 909) và b = c có định. Xác dinh a để tam giác ABC có góc А lón! 
nhất. Giá trị lớn nhất ấy của góc A bằng bao nhiêu. 


3/ Với các giả thiết của 2. Hãy tính thể tích của tứ điện OABC ứng với giá trị lớn nhất của 
góc A. 
Giải 
1) AABC vuông tai А < BC? = АВ? + AC? (1) 
Định lý hàm cosin trong các tam giác : 
AOAB, AOBC, AOAC cho : 
АВ? = a? + b? – 2abcosa (1) 
BC? = b? + c? - 2Ьссоѕа (2) 
AC?-a?4c?-2accosa (3) - 


Thay (2), (3) và (4) vào (1). 


(1) 
€» b? + c? - 2bccosa = 2a? + b? + c? – 2a(b + c)cosa 


=> а? - alb + c)cosa + bccosa = 0 
< gla) = а? - [(b + c)coso]a + bccosa = 0 (5) 


Để tìm được a thỏa mãn (5). 





€» А = (b + c)?cos*a - 4bccosa > 0 

€» ^ = cosơ[(b + c)^cosa - 4bc] > 0 (0 < a < 90? => cosa > 0) 

€» (b + c)?cosa - 4bc > 0 (6) (ycbt) 

(6) điều kiện cán và đủ ràng buộc b, c và a để tìm được a thỏa mãn (5). 
2/ Xét giả thiết:b=c < AOAB = AOAC 

Соі НВ LOA < CHIOA > ВН = СН 

Xét hai tam giác cân ABC уа НВС; chúng có cạnh chung ВС. 


AB > HB 
=» ся => BAC < BHC = max BAC = BAT tương ứng А = H. 


i nM hs = bcosa 
HB = НС = bsinơ 
AOBC => ВС? = ОВ? + OC? - 2OB.OCcosơ 
€» BC? = 2b? - 2b?cosa (7) 
AHBC = BC” = HP? + HC? - 2HB.HCcosH 
<> BC” = 2b?sin?a - 2b?sin?acosH (8) 


So sánh (7) và (8) theo vé : 


= 2b? - 2b?cosa = 2b?sin?a - 2b?sin? acosH 


2 


=> 1 – cosa = sin?a - sin?acosH 
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= sin"acosH = sin?a + cosa - 1 = cosa — cos?a 


js P 
cosa.2sin? — 


cosa(1- cosa) 2 cosa 
= cosH = — = — F = —— 
1 А С e tí 
жн 4sin?—.cos?— 2 
2 2 
cosa 
=> Н = arccos| ———— 
а 
2cos”— 
2 


Vậy giá trị lớn nhất của A là : minA = H = arccos| — — | (ycbt). 


2соѕ? < 
2 


3/ Thể tích У của tứ diện OABC là : 


V = 2 dưAHBC).OH = 2-2 HB.HCsinH.OH 


> = Š b'sin'a.sinH.bcosa = 2; P'sina.sin2a.sinH (ycbt). 


Bài 397 (DAI HOC BÁCH KHOA - TÓNG HỢP - Y-NHA-DƯỢC - 1982) 

Trên canh AD của hinh vuông ABCD canh a, người ta lấy điểm M với 
AM = x (0 < x < a), và trên nửa đường tháng Ax vuông góc tai A với mặt phẳng của hinh 
vuông, người ta lấy điểm S với SA = y (y > 0). 

4 Chứng minh rằng nhị điện cạnh SB tạo bởi các mặt phẳng (SBA) và (SBC) là một nhị diện 
vuông. 

bí Gọi I là trung điểm của SC, H là hình chiếu vuông góc của I lén CM. Tìm quỹ tích của H 
khi M chạy trên cạnh AD và S chạy trên Ax. 

o Tính thể tích hình chóp S.ABCM. 

d Với giả thiết x^ + 



















y^ = a°, tim giá trị lớn nhất của thé tích hinh chóp S.ABCM. 
Giải 
AD 1 (SAB) 


a Ta có : = ВС L(SAB) > (SBC) 1 (SAB) 
BC // AD 


Vậy nhị diện (SB) là một nhi điện vuông (dpcm). 
b Tacó: OI/ SA = OI 1 (ABCD). 

Màt khác IH 1 CM > OH 1 CM (định lý 3 đường vuông góc). 

Vì M e (AD) và S є Ax nên Н ở trong КСР. Vậy Н ở trên cung tròn OH, của đường tròn 
lường kính ОС với Hạ là trung điểm của CD, khi M є AD và S є Ax. 
* Đảo lại, lấy một điểm H bất kỳ trên cung ОН,, ta сб: OH 1 HC; CH ^ AD = M, trên nửa 
lường tháng Ox' // Ах lấy một điểm I sao cho CI cát Ax tai S. Rõ ràng : 

* [là trung điểm của SC. 

* IH LCM (định lý 3 đường vuông góc). 

Kết luận : Quỹ tích H là cung tròn OH, của đường tròn đường kính OC trong mát phẳng 
АВС”) (xem hình) (ycbt). 
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c/ Thể tích hình chóp. 


V(SABCM) = — dt(ABCM).SA 


(AM + BC)AB.SA 


œ | C2| ¬ |н 


NI 


(x + a).a.y (ycbt) 


d/ Xét:x!«y?-a? у = үа? - x? 
V = V(SABCM) = © (x + а)уа? = x° 


Та có : maxV xáy.ra «» max(3V) xảy ra 





2 
тазу? = z (x + а)(х + а(х + a)(3a - Зх) (1) 


Áp dụng BBT Cauchy cho 4 số không âm, ta có : 


реа "kaa i 
36 4 


e ү < i Ë | жы жае — V < УЗ а2 
2 36316 64 8 


36.3. 





(2) 


№ | 2 


Dấu đẳng thức trong (2) xåy ra © а+х = За – Зх © х 
Do đó khi М là trung điểm AD thì thể tích Vsagcm cực đại và 
maxV = ut (ycbt). 


Bài 398 (DAI HOC BÁCH KHOA - TÓNG HỢP -Y-NHA-DƯỢC - 1983) 
Trong không gian, cho hinh chóp S.ABCD, đáy ABCD là hinh chữ nhật với AB = a, AD - b; 
canh SA cua hinh chóp vuóng góc vói dáy, AS - 2a. 
a/ M là một điểm trên canh AS, với AM - x (0 « x « 2a). Mặt phẳng MBC cát hinh chóp theo 
thiét dién gi ? Tính dién tích thiét dién &y theo a, b, x. 
b/ Xác dinh x sao cho thiét dién trén có dién tích lón nhát. 
c/ Xác dinh x sao cho mặt phẳng (MBC) chia hinh chóp ra hai phán có thé tích bằng nhau. 
Giải 
a/ Gọi N là giao điểm của mặt phẳng (MBC) với SD. Lúc đó : 
Mặt phẳng (MBC) chứa BC // AD. 
Mà AD = (SAD) ^ (ABCD) 
= (MBO) ^ (SAD) = MN // AD // BC 
Hơn nữa vi BC 1 AB và BC 1 SA 
= ВС L(SAB) > BC 1 MB 
Thành thử thiết điện MBCN là một hình thang vuông 
(B = М = 90?) 
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MN SM 


ASMN o ASAD > 


AD SA 
SM 2a – х X 
MN =AD.—— =b.——— = Ы1- — 
Y SA 2a | 2а | 
Vi váy hinh thang vuóng MBCN có dién tích : 


b+ 1-5 


А TIC MB : P7) c ta? = у -2 x? +a? (усы). 
a 


y Vì S > 0, S dat giá trị lớn nhất khi S? dat giá tri lón nhát. 


2 2 
Tacó: S?- ied - x (x? « a?) - : z f(x); Vx e [0; 2a] 
a | 


5 





> f'(x) = 2(x - 4а)(х? + a?) + 2x(4a - x)? 
> f'(x) = 2(x - 4a)(2x” - 4ax +a?) 


4 
Cho f'(x) = 0 = х= 4a vx = a(2 + 42) 


2 
Lập được.bảng biến thiên của hàm số fix) trên đoạn [0; 2a]. 
a(2 - 42) a(2 + 42) 
2 









a!(71+ 842) 


4 Ms A 
a*(71- 842) p 5. 
4 " 


Dua vào báng bién thién này ta tháy : 


Vậy 3maxS? <> 3maxS = ° 71+ 842 khi và chỉ 





khi: x = AM = m 


(ycbt). 


ç Hiển nhiên hinh chóp S.ABCD có thé tích : 
2a?b 








У = 3 AS.AB.AD = B L C 


Để tính thé tích V của hinh lăng trụ tam giác cut MAB.NCD, ta dựng mát pháng (f) qua N 
và vuông góc với BC; thi mặt pháng (P) cát AD và BC lán lượt tại K và L, (P) chia lăng tru 
tụt thành hai phán : lăng trụ tam giác đứng MAB.NKL có thể tích : 


Vi = MN.dt(MAB) = EE А Э 
2 2а 
và hình chóp đỉnh N, đáy KLCD, có thể tích : 


V, = 5 NK-dư(KLCD) = s by 
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thành thử lăng trụ cụt MAB.NCD có thể tích : 


V = V, + yy sabia - 2] 





2a 
Yêu cầu bài toán cán xác dinh x (hiển nhiên 0 < x < 2a) sao cho V = 2V'. 
2 
e P o аһ 3- 2 J e x? - 6ax + 4a” = 0 
3 3 2a 


x = a(3 + 45) 


Phương trình này có nghiệm : 
x = a(3 - 4/5 ) 


Vi 0 « x « 2a nên chỉ có thé chọn : x - a(3 + /5) (ycbt). 
Bài 399 (DAI HOC KT - TH - SP - NN - 1983) 
Cho tứ điện SABC, đáy ABC là tam giác vuông tại A, AB = 2a, AC = 3a, cạnh SB vuông | 
góc với đáy SB = a3. ! 


a/ Chi rõ tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC. | 
b/ M là một điểm đi động trên canh SC, đặt MC = x. Gọi H và K lần lượt là các hình chiếu 
vuông góc của M lên các mặt phẳng (ABC) và (SAB). Mặt phẳng KMH, cắt AB tại L. Chứng 
minh rằng : KMHL là một hình chữ nhật. Với giá trị nào của x thì KMHL là một hình vuông. | 
c/ Tính theo a và x độ dài đường chéo ML của hình chữ nhật KMHL. Với giá trị nào của ‹| 
thì ML сб độ dài nhỏ nhất ? Ứng với giá trị đã tìm được của x, hãy nêu lên đặc tính hình học | 
cúa doan ML. Ë | 
d/ Hãy tính theo a và x thể tích V của hinh chóp dinh A, đáy KMHL. Khảo sát sự biến thiên | 
và vẽ dó thị của hàm V khi M di động trên canh SC. 
443 4 

— a`. 


27 













e/ Xác định x sao cho : V = 


Giåi 
a/ Gọi O và I lần lượt là trung điểm của SC và BC. Các tam giác SAC, SBC theo thú tự 
vuông tai A, B nên ta có : 


OI là truc đường tròn (ABC) S 
mà Olà trung diém SC 
5 OA=OB=O8=OC a3 


Vậy O là tâm của mặt cầu ngoai tiếp tứ điện SABC và 
bán kính mặt cầu là : 


R = QA = E = 2a 
Thật vậy : 
SC? = SB? + BC? = SB? + AB? + AC” 
— SC? = За? + 4a? + 9а? = 16а? 


=> SC = 4а > К = 2a (ycbt). 
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b KMHL là hình chữ nhật. 
MK 1 (SAB) 
AC 1 (SAB) 
MH 1 (ABO) 
SB L (ABC) 
Vậy tứ giác KMHL là một hinh binh hành. 


Dé ý đến SB 1 AC > HL 1 LK : như váy tứ giác KMHL là một hinh chữ nhật (dpcm). 
Dinh x dé KMHL là mót hinh vuóng. Ta có : 


| > MK // AC > MK // HL // AC 


үз МН // SB > MH // KL // SB 








MH CM SB.MC a/3x 43x 

— = — = МН = = getto 

SB. SC SC 4a 4 

MK SM ACSM  3a(4a-x) 3(4a - x) 
— R Wk в су лс и ЕВА 
AC SC SC 4a 4 


Vậy : KMHL là một hình vuông 


e „ык. c» 43 x = 3(4a – x) eo x = 2а V3 (43 — 1) Cycbt). 


2 vi E. 2 
Бак Min ИН an. SF 19598 2. x 1A 





16 16 4 
| g. 2 | г 39 2 
Du x Кин Ла J WU t Oa та e fida] 
2 2 
: | 2 
=> ML 2 = = ŽA, Vx e [0; 4a (1) 


Dấu đẳng thức trong (1) xảy ra < х = За 

> minML = s , xảy ra khi và chỉ khi x = 3a. 
Ta có : AB L(MKLH) = AB 1 ML 

= minML = = = d[(AB); SC] 


Vậy khi ML nhỏ nhất thì đoạn ML là đoạn vuông góc chung của hai đường thẳng AB và 
SC (ycbt). 


ủ/ Thé tích V hinh chóp A.MHKL. 


У = > dUMHKL)AL = = MKMH.AL (2) 
AB 1 BS 
Ta có: AB L ML; = BS, ML, AC cùng vuông góc với AB. 
AB 1 AC 
< BS, ML, AC cùng nằm trong З mặt phẳng song song. 
Áp dụng định lý Thalès = АЫ Е... та 2 
AB CS 4а 2 
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(2) ki 3 худ x 43 9 
=> V = —.— (4a - х) ——.— = ——x'(4a - х) (ycbt). 
34 459 93 é 
Sau đây ta khảo sát su biến thiên và vẽ dó thị của V trong hệ trục (OxV). 
Miền xác định : Dy = [0; 4]. 


ха 05000) 





° Đạo hàm: У = FP MW so 8a 84⁄3 š 
32 x =— = V =a 
3 27 
уз УЗ Cox + 6s) = Ü < х = =: 
2 3 
3 
= V: = ФА v3 
27 


Bảng biến thiên : 





GONE] О 
Vậy (C) là dó thi cua V trong ycbt. 


443 ‚з 
27 


d + 


е/ Định x để : V = 


Xét : V= 


v3 


c — x^(4a-x)- 
32 


443 з 

Tes 
27 

443 E 
27 


2 , 128,3 


< fix) = x? - 4ах? + =0 (3) 


Để ý thấy : (38) = 0 nên ta сб: 


š 4a 
(3) ee Ux 
c a = (4) 
х? – аха? =0 
3 9 
4a 
x = — 
3 
y: 4 
X = 20+ уз) 
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Vi x є [0; 4a] nén các nghiệm của (3) là: x = P: vxz ET * 43 )a 


Vậy: У = Aap х= E УХ = tas V3 a) (усы). 


Bài 400 (DAI HOC KINH TÉ TP.HCM - 1991) 


Trong không gian cho đoạn OO' = h và hai nửa đường tháng Od, Ođ' cùng vuông góc với 
0Ơ và vuông góc với nhau. Điểm M chạy trên Od, điểm N chạy trên O'd' sao cho ta luôn có: 
0M* + O'N? = k (với k là một độ dài cho trước). 
l/ Chứng minh rằng độ dài đoạn MN không đổi. | 
2 Với vị trí nào của M trên Od và N trên O'd' thi tứ diện OO MN có thể tích lớn nhất. Tính 
giá trị đó theo h và k. 
3/ Muốn MN tiếp xúc với mặt câu đường kính OO' thì h và k phải thỏa mãn điều kiện gì ? 
Nếu cách dựng MN trong trường hợp đó. 

Gọi P và Q tương ứng là hai điểm nằm trên Od đoạn O'd'. Gọi H là hình chiếu của 
điểm giữa K của đoạn OO: lên PQ. Hãy chứng minh rằng khi PQ thay đổi sao cho OP + 
09 = PQ thi Н nằm trên một đường cố định. Hãy chỉ ra đường cố định đó. 


Giải 










l/ Chứng minh đoạn MN không đổi : 
O'N 100' 
ON LOM 
Ta có : từ định lý Pythagore 

MN? = ON? + OM? (1) 
O'M? = O'O? + OM? (2) 
(1)+(2) 
=> MRN?’ = 00? + O'N? + ОМ? > MN?’ = h? + k? 


= MN = Vh? +k? = const (pem). 


2/ Ta có: O'N 1 (OOM) 


| = O'N L OO'M = ON 1 OM 





BN =. Vomar? Ždt(A00'M).O'N - S00:0M.ON = Z OMON 


2 2 2 12 V2 211.2 \2 
ү? - h ом? ом? < h^ OM «ON us Ду: k 
36 36 2 36| 2 
21.4 
=> V° < hk (3) 
144 
Dấu dáng thúc trong (3) xảy ra o ОМ? = ON? 
e ОМ? + O'N? = 20M? =k? > OM = ОМ = = 


Vậy khi chọn M e d và N e đ sao cho: OM = O'N = px thi tá dién OO'NM có thé tích 
2 
lún nhất : maxV = © Ом = Me (ycbt). 
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3/ Điều kiện để MN tiếp xúc với mặt cầu đường kính OO'. Gọi I là tiếp điểm của đường thẳng 
MN với mặt câu đường kính O. Theo tính chất tiếp tuyến từ 1 điểm ở ngoài mặt cầu, ta có : 
O'N = IN 
OM = IM 
c MN? = O'N? + OM? + 2ON.OM 
=> h2+k2=k2+2ON.OM о 2OM.ON-=-=h (4) 
Để ý : (OM - ОМ)? = OM? + O'N? - 20M. ON >0 
< 20M. ON < OM? + ON? (Áp dụng (4)) 
& h2<k2<— 0<h<k (5)(ycbt). 


L MN = O'N + OM 


2 
e Cách dựng đoạn MN : Cho M e d mà ОМ = a. Từ (4) ta có : O'N = 2- 
a 


2 
=> Ta tìm được N e d' được xác định bởi O'N = = với điều kiện (5). 
a 


• Chứng minh Н nằm trên một đường cố định : 
Đặt OP = x, OQ = y. 





loc er o 
PQ - PH + HQ 
= PH+HQ=xx+y (6) В 
Binh lý Pythagore : O 
KP? = OK? + OP? = HK? + HP” 
mg = OK? + O'Q° = НК? + HQ? 


Do OK = OK KP” – КӨ? = OP? - OQ? = HP” - HQ? = x - y? 
= (HP - HQXHP + HQ) = (x - yXx + y) 

Từ (6) = HP- HQ = x - y (7) 

Kết hợp (6) và (7) > НР = х và HQ =y (8) 

Qua O dung d; // d' => đ // (d'; di) và (đ; di) L (d; dị), nên gọi Q là hình chiếu của Q trên 
(d; di) thi Q' e d, và do (QQ'P) L (d; dị) nên gọi H' là hình chiếu của H trên (d; dị) thì H є 
PQ. 

Tứ giác OO'QQ' là hinh chữ nhật > OQ' = О = y 


HP HP x 
HQ Н 0 НР OP 
Do HH // QQ' : Q с : ^ не oq 
Mà ——_ 
OQ' y 


=> OH' là phân giác РОЎ = (dr; d;) 


Điều này chứng tỏ H nằm trong mặt phẳng có định (a) tạo bởi OO' và phân giác Ot của 
góc hợp bởi d và а, // а. 


Do : AOPK = AHPK > HK = OK = 


№ | > 
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Vậy H nằm trên đường tròn cố định tâm K, bán kính > chứa trong mặt phẳng cố định 
(а), xác định như trên (ycbt). 


Bài 401 (ĐẠI HỌC SƯ PHẠM TP.HCM - 1991) 


Cho hình chóp S.ABCD đáy ABCD, có ABD và CBD là hai tam giác đều cạnh a. Cạnh SA = h 
và vuông góc với đáy. Gọi O là giao điểm của AC và BD, M là điểm di động trên AC, khác A 
và C; (Q) là mặt phẳng qua M và vuông góc AC. 

/ Tùy theo M thuộc OC hay thuộc ОА hãy chỉ rõ cách dựng thiết điện mà (Q) cát hinh chóp. 
{X Đặt x = MC. Tính diện tích thiết diện nói trên theo x, a, h. Khi nào diện tích ấy lớn nhất. 
Giải 
l Độc giả tự phân tích và chứng minh và biện luận, ở đây ta xét hai khả năng xảy ra tùy 

theo vị trí của М trên АС = AO J OC. 

ñ Cách dựng thiết diện khi M є AO 

* Trong (ABCD), qua M dựng đường tháng song song 
với chéo BD lần lượt gặp AB, AD tại N và G. 

s Qua N, M, G dựng các đường thẳng vuông góc với 
(ABCD) lân lượt gặp SB, SC, SD tại L,E,F ta được 
thiết điện muốn tim là ngũ giác NLEFG gồm hai hinh 
thang vuông bằng nhau có chung đáy lớn ME (ycbt). 

O Cách dựng thiết diện khi M є OC 

* Trong (ABCD) qua M dựng đường tháng 

song song với BD lần lượt cát CB, CD tai N, G. 

s Trong (SAC), qua M dung đường tháng song song 
với SA cát SC tai E. Tam giác ENG cán tai E là thiết 
dién muón dung (ycbt). 

2/ Dé xác dinh x = CM để diện tích S của thiết điện lớn nhất ta xét hai khá năng sau : 






















0 TH: М e OA : 0 < AM < АО 0< a3 - MAC. a a3 <x<aVã а) 
se NG // BD > NM AM. Kuss A faece 
. MEAS > ME _ CM _ x droga 
af 

мА = Ü NL BN OM ` 2 

AS BA OA аЗ 

2 
NEUES s 2x- a3 ү < XS mieh 
ауз За 
Do đó : 5, = 2xv3h E xh v3 3a — хуз 
За За 
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= 81 = az (x8 - aX3a - х/3) 


= 8; = В gx? + 4a43x 8а” ауз < x < ауз (2) 
За 2 
Я as 





p od =c + 4a43) = 0 (3) 
a 


О ТН,:М e СО: АО < AM < АС © ¬ EY; P NS. e 


NM CM 2x _ мм. 2xV3a _ x43 


se NG BD: — = — = 
BO CO a43 Sa^2- 9 
AS CA aja 
2 
Lúc đó : s, = ХУЗ x48, EA (0 « ni (4) 
з За За 
BIS ТАС ` dona (5) 
3a 


Để ý đến (3) và (5) và hai biểu thức S,, S; ở (2) và (4), ta sẽ lập được bảng biến thiên kép 
như sau : 





Từ đó, ta có: тах SŠ = ab , tuong úng vói x = 2a 2 (ycbt). 
О<х<ау3 3 3 


Bài 402 (TT ĐÀO TẠO và BÓI DƯỠNG CÁN BÓ Y TẾ TP.HCM 1993) 






Cho hai điểm A, B đối xứng nhau qua mặt phẳng (P), I là giao điểm cuả AB với (P), O là | 
một điểm nằm ngoài (P), có hình chiếu vuông góc xuống (P) là H, còn M là một điểm chạy 
trên đường tròn đường kính IH vẽ trong (P). 

1/ Chứng minh rằng IM là đường vuông góc chung của AB và OM. 

2/ Chứng minh rằng hai điểm A, B luôn cách đều đường OM. 

3/ Cho AB = 2a, MH = x, MI = y. Tính thể tích tứ diện OMAB. Xác định vị trí M để thé tích | 
đó lớn nhất. ! 





1/ Tacó: ABL(P) = AB LIM (1) 
M thuộc đường tròn đường kính IH 
= IM 1 MH (2) 
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Mặt khác : OH 1 (P) O 

=> IM 1 OH (3) 

Tü (2) và (3) = IM 1 (OMH) 

=> IM 1 OM (4) 

Từ (1) và (4) = IM là đường vuông 
túc chung của AB và OM (dpcm). 
⁄ Dựng AE L OM; BF L OM 

m же = d[ A; (ОМ)] 





BF = d[B; (OM)| 
Trong mặt phẳng (OMH) ta dung: 
Ex L OF; Еу L OF 
(АЕх) L OF 
(BFy) LOF 
= AE; IM; BF nằm trên ba mặt phẳng song song B 
Theo định lý Thalès ; МЕ IA — 1 = ME - MF F 
TT MF IB à 


Nhung : ДАМВ cán > АМ = МВ => AAEM = ABFM > AE - BF (dpcm). 
3/ Dé y tháy : OH // (АВМ) > Vo. двм = Vit ABM 
MH 1 MI 
Mà : 


M 
MH 1 Ap ^ МН 1 (AB ) 


1 
> V = VoanM = Уплмв = з MH.SA¿AMB 





1 
5 V= -MHABIM = s аху (yebt) (5) 
6 
Xét:AIMH vuông => х? + y? = ІН? = const (6) 
2 
(1) 2 2 2 2 2 
ВӘТ Cauchy > V2 = 8: x2y2 3 |X +y | a TH (6) 
9 9 2 36 


Dấu đẳng thức trong (6) xiyra < x2=y2 © x=y 
€» AIMH vuông cân tại H. 


2 2 
IH 
Lúc đó : max V° = E 










«c» maxV = g IH 


Vậy Уолвм lớn nhất khi MÌ = MH (ycbt). 

Bài 403 (DAI HOC SU PHAM TP.HCM- 1993) 

Cho tứ diện SABC có góc phẳng ở dinh S vuông. 

у Chứng minh rằng : V3 Sagc 2 Sspc + SspA + Әде: 


U Biết rằng SA = a; SB + SC = k không đổi. Đặt SB = x. Tính thé tích tứ diën SABC theo a, k, 
хуа xác dinh SB, SC để thể tích tứ điện SABC lớn nhất. 
j Cho A cố dinh B và C thay đổi sao cho SB + SC = k (không đổi). Tìm quỹ tích giao điểm O 
Ша các đường chéo hình hộp có ba canh là SA, SB, SC. 
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1/ Dựng : SI 1 BC và nói AI, ta сб: 


2 2 2 
S °звс + S spa +S sac = 









4 (BC? sP + SA? SB? + SA? SC?) 
" ZIBO? SI” + SA* ASB? + SC”)J 
= + Bc? sP + sA* Bc?) 


каш „IBC°.(S + SA?)] = = (ВС? А2) =й... (1) 


Áp dung BDT Schwartz : 
2 2 2 2 
(Sope + Sa + вас)“ € у3(55вс + Sspa + Ssac) 


2 E— 
A MEL ES ME JiS ; do (1) 
tS ¿< v3.8 c (đpem). 
2/ Gọi thé tích tứ điện SABC là У: 


es * San 


SBC A 


1 1 1 а(х+К-х а 
У = — АЅ, $ = -SASBSC = —ax(k - х) < he paoka 
3 SBC ' 6 6 6 2 


ak? 


24 


(2) 


= V < 





Dấu dàng thúc trong (2) xåy ra © x-k-x © x= 
2 
Vậy maxV = - ; tương ứng : * 
24 
k 
SB = SC = — (уб) 


3/ Gọi O' là hình chiếu của O xuống (SBC). 
Trong mặt phẳng toạ độ (Sxy) = (SBC), ta có : 


SB 

x = — 

уз 2 

_ 5С 

1778 
= X+ _ SB+SC k = —x +— 
, 2 ? 2 


Vì SB+SC =k 0 <SC <k 
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> Quy tích O' là khoáng (BC) k 
Y=-X+— 
2 
Để ý thấy : OO' = 25 = SG; vB; С 
О<х<К 
Vậy quy tích điểm O là khoảng (В,С,): k là hình tịnh tiến của (BC) theo 
Y=-xX+— 








и = ¿SA (ycbt). 








Bài 404 (DAI HỌC TÓNG HỢP HÀ NỘI — KHỐI A — 1993) 
Cho tứ diện ABCD có AB - x và CD - b, các canh còn lại bằng nhau và bằng a. Gọi E, F 
lân lượt là trung điểm của AB và CD. 


lí Chứng minh rằng : AB L CD và EF là đường vuông góc chung của AB và CD. Tính EF 
theo x, a, b. 


Tìm x để hai mặt phẳng (ACD) và (BCD) ding góc với nhau. Chứng minh rằng khi đó tứ 
diện ABCD có thể tích lớn nhất. 







Giải 
| Từ giả thiết: АС L AD > AF L CD 
mà BC = Вр >=> BF І Ср 


уау CD L (АВЕ) EX АВ 
E ^ ACD L ЕЕ 


Do BC = АС — СЕ 1 АВ mà AB 1 CD 
=> АВ L (СПЕ) = AB 1 EF 
Vậy EF vuông góc chung của AB và CD (dpcm). 





AF? = AC? — СЕ? 


Ta có : ЈАР? =a? - 2 ` = ЕР? = а? – ——-5— (= АЕ? АЕ?) 
АЕ? X 
4 


5 EF = 2 да? — bš - х? (0 « x < 44a? — b? ) (yebt). 


0 Theo trên CD 1 (АВЕ) > AFB = (CD). Góc nhi diện đó vuông khi và chi khi : 





| 7 12 
EF  — 5 4a? — Us NS = = 4a -b° 
Т | 2 2 
| 1 1 
Khi đó : VAnep = Vcanr + Урлв = — CF.Sanpr + 3 DF.SApF 


i-a c 


1 b 
e VABCD - 3 Sapr( CF + ОЕ) = 3 SAnr.CD - 3 SABF 
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= Vancp lớn nhất khi Ѕлвр lớn nhất. 
Do FA = FB = Z Уа? —b? nén У „вер lớn nhất 


e d Ž FA FBsin AFB а HIS - b?)sin FB (1) 


(1) 2 _ t2 
< Imax = (4a? - b?)sin FB = — 
c sinKFB =1 < АВВ = 90? (yebt). 

Bài 405 (DAI HOC BÁCH KHOA TP.HCM - 1994) 

Trong mặt phẳng (P) cho tam giác ABC vuông góc tai A, AB = c; AC - b. Trên đường 


thẳng vuông góc với (P) tai A, lấy một điểm S sao cho SA - h (h » 0). M là một điểm di động 
trên canh SB. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của BC và AB. 
l/ Tính độ dài đoạn vuông góc chung của hai đường SI và AB. 
2/ Tính tỷ số giữa thé tích các hình chóp BMIJ và BSCA khi độ dài đoạn vuông góc chung 
của hai đường AC và MJ đạt giá trị lớn nhất. 
Giải 

1/ Để ý thấy AB 1 (SAC) và SI có hình chiếu xuống 
(SAC) là SK. 

Lúc đó : i 1 AC > IK 1 (SAC) 












AN І SK; N e SK 
AN LIK 


Khi dó : AN 1 (SIK 
Ma i mm 


D | NE/AB,EcSl 

ket АМ ,F e АВ 
= EF 1 (SIK) = EF 1 SI 
Do: АВ 1 (ЅАС) > АВ L AN > AB L EF 
= EF là đoạn vuông góc chung của AB và SI. 
Nhung : EF = AN, nën ta tính dó dài AN. 











1 1 1 1 ка 
CÂN, AM ARE u^ p 
ch sl e dhe SANG bg 
АМ? Ъ?Ь? ^T 
Dó dài doan vuóng góc chung cüa AB và SI là: 
ER ics D 
Vb? + 4h? 





2/ Để ý AC 1 (SAB) 5 MJ, trong mặt phẳng (SAB), dung AH 1 MJ 
— AH là doan vuóng góc chung cüa AC và MJ. 


Ta еб: AH < AJ = 5 
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E ШАХАН ы с khi và chỉ khi H = J 


«€ M là trung điểm của SB. 


V ii 3 
Lúc đó tương ứn aues = — (ycbt). 
úc ng úng V > 8 yc 


BSCA 
Bài 406 (ĐẠI HỌC KIẾN TRÚC TP.HCM - 1995) 
| Trong mặt phẳng (P) cho tam giác OAB với OA = OB, AB = 2a và đường cao OH = h. Trên 
đường tháng (d) vuông góc với (P) tại O, lấy điểm M với OM = x. Gọi E và F lần lượt là hình 
(thiếu vuông góc của A lén MB và OB; N là giao điểm của EF và (d). 


l/ Chúng minh MB 1 NA và MA 1 NB. 
2 Tính BE, BF, EF, AF và thể tích tứ điện ABEF theo a,h và x. 


J3 Tìm vị trí của M trên (d) sao cho tứ diện MNAB có thể tích nhỏ nhất và tính giá trị nhỏ 
| nhất này. 

















Giải 


/ Để ý : 


BO ¡ A = AF 1 (МОВ) = AF 1 MB 


BO 1 AF 
Mà : AE 1 MB = MB 1 (AEF) = MB 1 AN (dpcm). 
Ta có: AF 1 (МОВ) — AF 1 NB 
Mặt khác, F là trực tâm của AMNB > MF 1 NB 








Vậy : NB L (АЕМ) = NB 1 AM (đpem). M 
z Ta có: AHKB @ AHAO 
„ HK HB 
HA HO 
а? 
= HKh =a? => а 
2 e s 
OT. T3 А. са 
h h 
Trong tú giác nội tiếp BFKH ta có : 
KBF - KHF 
OF OH 
AOFH œ AOKB — = — 
F ^ OK OB 
=> OF.OB = OH.OK 
> OF.OB = h? - а? 
2 2 
е h dis h? +a?) 


——- (Với : ВО = 
Vh? + a? 


2 2 
Khi đó : BF = OB - OF = Jh? + aš LU AR - 
h? + a? 
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2a? 


Vậy : BF = —————- (ycbt). 
Jn? +a? 
Tucng tu, trong tif giác nói tiép MOFE ta có : EMF - КОЕ 
=> АВЕО «wv ABFM => БЕ = 2 = BE.BM = BO.BF 
BF BM 
2 ^ 
= BE = =... uc (ycbt). 
Ja? +h? + x? 
Ta có : ЛЕЕВ о AOMB => ЖЕ BE 
OM BM 
2 
PAS E ВА CHO: 


(a? + h?ya? + h? + x?) 
2ah 
Tương tu, ta сб: AF.OB = OH.AB > AF = —————— (ycbt). 
a“ +h 

Thể tích tứ diện ABEF: 

4a? h.x 
3(a? + h2)(a2 + h? + x?) 
1 1 


3/ Thể tích tứ diện MNAB là: VMNAB ==— AES, m = МОВ 


Ss P AF Sper - 2 AF.EF.BE š (yebt). 


Co 


Nên : 3min(Vựuwag) © 3min(MN) 


oN = OF = OM.ON = OF.OB = h?- а? 
OB OM 


Áp dung ВРТ Cauchy: | MN = МО + ON »2 Jh? - a? 
- 3min(MN) -2yh? а? < OM = ON 


Nhung : ANOF Фо ABOM > 


2ahhÊ – a? 


Vậy : 1minVwwAp €> OM = уһ? — a? và minVywap = 3 2 (ycbt). 


Bài 407 (ĐẠI HỌC TỔNG HỢP TP.HCM - 1995) 


Cho tam giác đều OAB có cạnh bằng a > 0. Trên đường thẳng (d) đi qua O vuông góc với 
mặt phẳng (ОАВ) lấy điểm M với OM = x. Gọi E,F lần lượt là các hình chiếu vuông góc của À 
lên MB, OB. Đường thẳng EF cắt d tại N. 


1/ Chứng minh rằng AN L BM. 
2/ Xác dinh x dé thé tích tá dién ABMN là nhó nhát. 


Giải 











AF 1 BO 
1/ Ta có: = АЕ L(MOB) > АЕ 1 MB 
АЕ 1а 


Mà: АЕ І МВ = МВ 1 (АМЕ) = МВ 1 МА (ycbt). 
2/ Dé ý: AF 1 (МВО) = (ММВ) = AF là chiều cao hình chóp A.BMN 
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1 1 
> Vy = S AFS, =G AF.BO.MN 
АЕ = 8*3 
2 


Trong đó : 4BO =a 
MN = МО +ON=x+ON 





Do đó : 3min(V ) <= 3min(x + ON) 


ABMN 
Mặt khác, ta có : АМОР œ ABOM > МО = OF. 
BO OM 
a? 
«€» OM.ON = BO.OF & x.ON = T = const 
; a2 
Ap dụng BĐT Cauchy, ta có : x + ON > 2 T = a (2 (*) 
Lad А DEM ау2 
Dâu dáng thức trong (*) хау га — х = ON = х 
ау2 


5  ämin(x+ON)=ax42 © x= ON = 


a 2 


Vậy thể tích tứ điện ABMN nhỏ nhất khi và chỉ khi x = VE (ycbt). 


Bài 408 (ĐẠI HỌC XÂY DỰNG HÀ NỘI - 1995) 





Trong mặt phẳng (P) cho hình vuông ABCD với AB = 2a. Trên mặt phẳng chứa BC và 
tuông góc với (Р) lấy điểm E sao cho AEBC là tam giác đều; điểm I nằm trên đoạn BC, đặt : 
BI = x. K là hình chiếu vuông góc của điểm E trên đường thẳng AI; O là trung điểm của AE. 







l/ Tìm quỹ tích của điểm K khi I chạy trên đoạn BC. 
2 Tính độ dài OI theo a và x. 
Tìm x để độ dài OI lớn nhất, bé nhất. 







Giải 
lí AEBC đều nên trung tuyến của nó EF L BC mà [(P); (EBC)] = 90? 
EK : đường xiên 


> EF L(P) > + 
ре : hình chiếu 


mà EK L AK > FK 1 AI (dinh lý 3 đường vuông góc) 


KKF luôn vuông, AF cố định nên K di chuyển trên tròn (C) đường kính AF. 
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Giới hạn khoảng chạy: 
Ì =Bb—K=B 
I = C > K =H; H є AC; FH // BD 
Đảo lại К є BH с(С) > EK LAI 
Vậy quy tích K là cung BH c (C) (ycbt). 
2/ Định lý đường trung tuyến cho : 
_ 2AT' + 2EIl - АЕ? 


Or 
4 
EF* - 3a? 
АЕ? = ба? 


AE? = АЕ? + EF? = 8а?, AI? = 4а? + x? 
= Ol = Nx? - ах + 2а? (ycbt). 

3/ Ta viết : OI? = fix) = x? - ax + 2a2; Va e [0; 2a] 
= #(х) = (2х- а) = 0 © х= = 


Dựa vào bảng biến thiên, ta có : 


max f(x) = f(2a) = (2a)? 


0«x«2a 
2 
min f(x) = (5) = s3 
0<x<2a 2 2 


max OI = S(2a) = 2a 





0<x<2a 
= (ycbt). 
min OI - B _аут 
0<х<2а 2 2 


Bài 409 (ĐẠI HỌC ĐẠI CƯƠNG - 1996) 
Cho tứ điện ABCD có AB = CD = 2x và 4 cạnh còn lại đều có độ dài bằng 1. 
1⁄ Tính điện tích toàn phần (tổng diện tích của 4 mặt) của tứ diện theo x. 

2/ Xác định x để diện tích toàn phần đạt giá trị lớn nhất. 







Giải 
1/ Nhận thấy, các mặt của tứ diện là các tam giác bằng nhau. 
Suy ra, điện tích toàn phần của tứ diện là : S, = 4.5 Acp = 2.ALCD (1) 


Với AI là đường cao của ACAD cân tại A; ta có : 
AI = J1 - x° ; (0«x«1) 
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(1) 
> S, = 22x41- x? = 4xV1— x? ; (0 < x < 1) (убы. 


2 Nhận thấy : 3max(S,,) 


2 
c 2 max x1 - x° Ì 


<= 3З тах(16х41 - x?)] В 
Áp dụng BBT Cauchy : 


g; Z Ra | 
Sẽ, = 16x?(1 - x?) < drum “á-...Œ) 





Dấu đẳng thức trong (2) хау ra © X°=l-x? œ х= 


2 
ка 


Vậy với х= x: thì điện tích toàn phần của tú diện đạt giá trị lớn nhất là 


maxS,, = 2 (ycbt). 
Bài 410 (DAI HOC QUÓC GIA TP.HCM - 1996) 
Cho tứ diện SABC có góc phẳng ở đỉnh S vuông. 






l/ Chứng minh rằng >: ng > Ѕѕдв + Sspc + Ssac 






2/ Biết rằng SA = a; SB + ВС = k. Đặt SB = x. Tính thể tích tứ điện SABC theo a; k; x và 
xác dinh SB; SC để thể tích tứ điện SABC lớn nhất. 
Giải 
(Xem ĐẠI HỌC SƯ PHẠM TP.HCM - 1998) 
Bài 411 (DAI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHỐI D - 1997) 


Cho tứ diện đều ABCD cạnh a. Gọi H là hình chiếu vuôn 
(BCD) và O là trung điểm của AH. 


V Tính thé tích V của tứ diện theo a. 
2| Chứng minh rằng AB 1 CD. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng AB, CD theo a. 
3/ Chứng minh rằng các đường tháng OB, OC, OD từng đôi một vuông góc nhau. 
4/ Xác định điểm M trong không gian sao cho MA? + MB? + MC? + MD? đạt giá trị nhỏ nhất. 
Giải 
l/ Do ABCD là tứ diện đều canh a và Н là hình chiếu vuông góc của A xuống (BCD) 
= H là trọng tâm ABCD 


„ вн 2 2V3 _ ауз 












E góc của A xuống mặt phẳng 







Еси 
? аб 
> АН = VAB? -BH? = gar 


1 s 
Vậy: Vancp = 3 .AH.Spcp 
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1 a/6 a?43 a342 


= Varon = 3 - NX = 712 (ycbt). 
2/ Ta có : 
BH là hinh chiếu của BA lén (BCD) 
Н L CD 


= АВ LCD (dpcm). 


Do ABCD là tứ diện đều, nên BH sẽ cắt CD tại 
trung điểm I và BI = Al. 


Gọi J là trung điểm của AB, thi ta có : IJ 1 AB. 
Tương tự : JD = JC = JI 1 CD. 
=> lJ là đoạn vuông góc g: cúa AB và CD. 


5 IJ = JBI - BJ Сй ыру ME (ycbt). 





2 
3⁄ Ta có: AH = УАВ? - BH? = NEED 


О є AH (trục đường tròn) => OB = OC = OD 


a? 2 


2 2 P 2 2 а? а 
Mà: ОВ“ = ОН“ + НВ“ = —AH“ + HB“ =— + — = — 
4 6 3 2 
= OB = OC = an, 352 


Nhận thấy : OB* + sóc = a? = ВС? > ABOC vuông tại O. 
Tương tu, ABOD và ACOD vuông tai O. 
Vậy OB; OC; OD từng đôi một vuông góc nhau (dpcm). 


4/ Gọi G là trọng tâm tứ diện ABCD = СА + СВ +GC + GD = О 


2 2 
Xét: E = MA? + MB + MG? мр? = | MÃ | (мв) (м i (м) 


—3 —> 2 -> -› 2 —› —› 2 —> —> 
= У = (мо aå | [masai] моха) | G+ 3i 


Кара 
Ф 


4.MG? [oss GB? 4. GC*4 an: + 2MG| GA+GB+GC+GD 


e Ж, 


4.MG? [сл СВ ОС?+ ap 
= S= 4 MG [сл ЄВ?+СС?+ ap* 
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= E» GA2+ GB2+ GC?+ GD? (const) 


Vậy : min = СА?+ GB?+ GC?+ GD? оь M =G (ycbt). 
Bài 412 (DAI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHỐI A - KINH TÉ - 1997) 


Trên ba cạnh Ox, Oy, Oz của tam diện ba góc vuông Oxyz ta lần lượt lấy các điểm A,B,C 
với OA = a, OB = b, OC = c; (a, b, c > 0). Gọi H là hình chiếu vuông góc của O xuống mặt 
pháng (ABO). 


l/ Chúng minh ràng ЛАВС có các góc đều nhọn và H là trực tâm AABC. 









2/ Chúng minh ràng : S^4gc = S?oAn + Ѕ2овс + Ѕ2одс 
3/ Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của AB, BC, AC. Chúng minh rằng 4 mặt của tứ diện 
OMNP là các tam giác bằng nhau. Tính thể tích tứ dien OMNP theo a, b, c. 









4/ Giả sử a, b, c thay đổi nhưng luôn luôn thỏa mãn điều kiện : a? + b? + c? = k?. Chứng minh 5 


là giá trị max của OH và tính max(Sapc). 





Giải 
l/ Độc giả tự giải có thể xem Dé ĐẠI HỌC HÙNG 
VƯƠNG - KHỐI A - 1998 để có được cách chứng 
minh ba góc AABC đều nhọn. 


=> H là trực tâm AABC (dpcm). 





1 1 1 1 
2/ Ta сб: = — + — + —— 
ОН? a? p? c? 
= M a?b? + b?c? + a?c? 
OH? (abc 
E (ru abc 


a?b? + b?c? + a?c? 





Khi đó: • Voapc = Sabe 


2 
«ый» (юмге E + (ab! + bie? + 9202) 


Vậy : Sac = Dd + la" + DTE (dpcm). 


ON = İ BC 
3/ Ta có : 2  50N-PM 
PM = BC 


Tương tự — PN = OM; ОР = MN. 
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Vậy : AOMP = AONP = AOMN = AMNP > (đpem). 


Ta có : VowNp = 2 -ОН.Вмур 


1 1 
V, = —.OH.( —.S 
= VoMNP 3 ( 4 АВС) 
1 abc 
V z—.V = —— bt). 
= VoMNP 4 OABC = т (ycbt) 
4/ Ta có: SẴnc = = (аз? + b?c? + a?c?) 


Ар dụng ВРТ Cauchy, ta có : 
a! + bí > 2a?p? (1) 
a* + с^ > 2a?c? (2) 
Ь* + c* > 2b*c? (3) 
Khi đó : (1) + (2) + (3) 





= a b2 + b?c? +a?c? <a' 4. p* + с“ 
< a?b? + b?c? + a?c? < (a? + b? + с? y - 9(a?b? + b?c? + a?c?) 
«€» 3(a?b? + b?c? + a?c?) «(a^ + b? + с? y, 


e 4 ev? + b?c? + ac? )< Ze +b? кс?) 





2 k^ 
S < — (4 
< АВС 19 ) 
Dấu đẳng thức trong (4) xảy ra «+ a =b = с 
2 
> пабе) = E33. khía == = К 
1 1 + $ 3 9 9 
Mặt khác: — s = — + — + > ——— > -—— =: — (5) 
OH а p es Ÿla2b2c? а? +02 +с2 k? 


Dấu đẳng thức trong (5) xảy ra а =b = с 
= тах(ОН) = š khi a=b=ec= = (ycbt). 


Bài 413 (ĐẠI HỌC VĂN LANG - KHỐI A - ĐỢT 2- 1997) 
Cho tứ diện ABCD có AC = AD = BC = BD = a; AB = 2m; CD = 2n. 


1/ Xác định vị trí và tính độ dài của đoạn tháng vuông góc chung IJ của hai cạnh đối nhau 
AB và CD. 


2/ Một mặt phẳng (a) vuông góc với LJ tại O sao cho JO = x (Ie AB; J є CD). Vẽ thiết diện. 
MNPQ do mặt phẳng (a) cát tứ diện. Tính diện tích S(x) của thiết diện. Xác định vi trí của. 
điểm O để thiết điện có diện tích lớn nhất và tính giá trị lớn nhất ấy ? 
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Giải 
lí Để ý thấy AACD cân có trung tuyến AJ đồng thời là đường cao 
= AJ LCD (1) 


Tương tự : BJ LCD (2) 


(1}(2) 
=> CD 1 (АВЈ) (3) 


Trong tam giác ABJ từ J ha IJ L AB 


(3) 
> IJ 1 CD. 


Khi dó, IJ là duóng vuóng góc chung cüa 
AB; CD, và I là trung diém cüa AB (vi AJ - BJ) 
(ycbt). 

Độ dài đoạn vuông góc аат của AB; CD là: 


d=1J = VAJ? - IA? = Ja? 


(với : a? > m? + n?) (усы). 
2 Mặt phẳng (a) L IJ, nén : (a) // AB và (a) // CD 





(a) ^ (ACD) = MN // CD MN // QP // CD TT 
р 
(a) ^ (BCD) = ӨР // CD 
Tương tu : MQ // NP // AB (5) 
(3) 
Teri ABLED (6) 


Khi đó : (4); (5); (6) = thiết điện MNPQ là hình chữ nhật. 
Diện tích thiết diện : S(x) = Swwpq(x) = MN.PQ 





MN AE _ d-x ¬» MN - 2ndd - x) 
поце 46: | CD AT” d d 
МӨ БЕ; EE => MQ = —— 12 
AR. AB. d d 
4mnx(d - x) 
=> Sx) = ———., 
гаса 8 
4mn x+d- x Y 4mn (Va? - n? - m?) 
9S99«—— y = 
a°=n” = 2 a” —n"—m 4 
> S(x) < m.n (7) 


Dấu đẳng thúc trong (7) xảy ra о x= d - x © x = 


м |е. 


Vậy : maxS(x) = тп <> O là trung điểm IJ (ycbt). 
Bài 414 (ĐẠI HỌC NGOẠI NGỮ TIN HỌC - 1997) 
Cho tứ diện ABCD sao cho AB = 2x, CD = 2y và 4 cạnh còn lại đều có độ dài bằng 1. 
l/ Tính diện tích toàn phần của tứ diện theo x và y. 
|7 Xác định x và y để diện tích toàn phán đạt giá trị lớn nhất. 
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Giải 
1/ Gọi М; N lần lượt là trung điểm của AB; CD. 
Ta có : AABD cân tại D 


= DM = JAD? - AM? Xd se 


Tương tự : AN = 1 у? 


Lúc đó: S ABC = S ABD — Z АВРМ = х.ү1 = x? 





Hoàn toàn tương tu : Sgcp = Sacp = y. y1- у? (ycbt). 
2/ Vậy diện tích toàn phần S,, của tứ diện là : 


Stp = S ABC + SABD + Đncp + SACD = ax = х? кулау?) 


Áp dụng ВРТ Schwart, ta сб: 





Sy < 2Ìx.V1 - x? уу < [ж tít-x?)|+|y? *(1- у?) «2 . (1) , 
x=V1-x” 
Dấu dáng thức trong (1) xảy ra < 2.62 
y=y1-y” 2 


Vậy : тах8,, = 2 @ х = y = г (ycbt). 





Bài 415 (DAI HOC VĂN LANG - KHÓI B, D - DOT 1 - 1997) 


Trong mặt phẳng (P) cho đường tròn (S) đường kính :AB = 2R. Trên đường tháng vuông | 
góc với (P) tại A, lấy điểm C sao cho AC = AB. M là một điểm thuộc (S), H là hình chiếu của | 
A xuống CM. 

1/ Chúng minh rằng khi M di động trên (S) thi Н di động trên một đường tròn. | 
2/ Xác dinh vị trí M trên (S) (Tính độ dài AM theo R) sao cho hinh chóp НАВС có thể tích | 
lớn nhất. Tính giá trị lớn nhất đó. 


| 


Giải 
1/ Theo định lý ba đường vuông góc 
BM 1 AB 
BM 1 AC 
Đã có: ВМ L AM (2); vi M є (S) 
(1)&(2) 
= ВМ 1 (АСМ) 
=> (САМ) L (СВМ) theo giao tuyến CM. 
© Cách dựng : АН 1 CM 
= АН L(CBM) = AH L BC (3) 
Gọi K là trung điểm canh BC của ABAC vuông cán ở A 


— AK 1 BC (4) 
(3)&(4) 
=> ВС L| (АНК): cố dinh, bởi vi AK có định. 


| = BM L (ACM)> BM LCM (1) 
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Lúc đó M lưu động trên (S) thì H lưu động trên đường tròn cố định (X) đường kính АК = R42 › 
nằm trong mặt phẳng cố định (AHK) (dpcm). 


2/ Ta сб: Vụ двс = VÀ trpc -> .Sripc. AH AE BCHK AH 
1 1 1 
= Vin двс = 3 вс HK.AH | = 256 .SAHK 


Vậy : max(ViAgc) €» тах(Ѕднк) xảy га 
= AAHK = ЛАН,К vuông cân tại Н, 





= Ан. =нк„_ AES _ R/2. JA, 
2 2 
1 1 1 
Ци MEL. UM 
AH? AC? AM? 
COE MEL ee ee m 
R^ 4R? AM? 
GEM cO 
AM? 4R? š 3 
Vậy tón tại hai điểm M;; M; đối xứng nhau qua AB, 
ба dài AM = 2 ÍỔ làm cho ; max (V) = 2R? 





(ycbt). 

Bài 416 (ĐẠI HỌC Y DƯỢC TP.HCM - 1998) 

Cho tứ diện SABC có các góc phẳng ở đỉnh S vuông. 
l/ Chứng minh rằng : V3 dt(ABC) > dt(SBC) + dt(SAB) + dt(SAC). 


2/ Cho SA = a, SB + SC = k. Đặt SB = x, tính thể tích tứ diện SABC theo a, k, x. Xác dinh 
SB, SC để thể tích tứ điện SABC lớn nhất. 


Hướng dẫn 
(Xem Dé ĐẠI HỌC SƯ PHAM TP.HCM - 1993) 


Bài 417 (ĐẠI HỌC GIAO THÔNG VẬN TẢI - 1998) 
Cho tứ diện SABC có cạnh SA vuông góc với mặt (ABC), nhị diện cạnh SB là nhị diện 


vuông. Biết SB = a V2, BSc = 2, KSB = о; (0<a <2) 













И Chứng minh BC vuông góc với SB. Từ đó xác định tâm và bán kính mặt câu ngoại tiếp tứ 

điện SABC. 

2 Tính thể tích tứ điện SABCD theo a và a. Với giá trị nào của a thì thể tích đó lớn nhất. 
Giải 

/ Xem Dë BH NGOẠI МС TIN HOC СВР - 1999 

2/ Thể tích tứ diện SABC là : 






Vaapc = SBCSsan = =ач2. ЗААВ 
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sina ай = АВ = a42sinơœ 
Với chú ý : SB 

i chú ý : SA 
cosa = SB = SA = a2 cosa 


2 sin2œ 





3 
Khi đó : VsApc = са 2 a /2sinc.a 2 cosa 25 


Vậy : max(Vs4gc) © sin 2œ = 1 < а = - (ycbt). 





Bài 418 (ĐẠI HỌC NGOẠI THƯƠNG - KHỐI D - 1998) 


Cho tam điện ba mặt vuông Oxyz. Trên Ox, Oy, Oz lần lượt lấy các điểm A, B, C. 
1/ Tính diện tích AABC theo ОА = a; OB = b; OC = c. 


2/ Giả sú A, B, C thay đổi nhưng luôn có ОА + ОВ + ОС + AB + ВС + CA = k không đổi. Hãy. 
xác định giá trị lớn nhất của thể tích tứ điện OABC. 


Giải 
1/ Xem Đề ĐẠI HỌC NGOẠI NGỮ HÀ NỘI - РВ - 1997) 
2/ Ta сб: ОА + ОВ + ОС + AB + ВС + AC =k 


© a+b+c+a2 +b? + Jc? + b? + Ja? +c? =k 
Với a > 0; b > 0; c > 0; ta áp dụng BĐT Cauchy : 
a+b+ec>3#abc (1) 


Ja? + b? > J2ab (2) 
Jc? + b? > J2bc (3) 


a? + c? > J2ac (4) 
Láy : (2) + (3) + (4) và áp dung BBT Cauchy, ta có : 


Ja? tb? + Jb? ke SN 4c? +а? > J2ab + J2bc + J2ac 2 34/2 3labc (5) 


Thé tích hinh chóp : 







A 


VsABC = s abe < 6Vs ABC = abc 
Tương tu (1) + (5) và lại áp dung BBT Cauchy, ta có 


(1)+(5) 


5*3 (3 + 32)Ñ'abc 
> k > (83/2 9/6. Vac (6) 


3 
£: E 
= V. < — 1 —— (7) 
== essem 


Dáu dáng thüc trong (7) xáy ra khi dóng thói (5) 
và (6) xảy ra ©a =b = с 
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3 
Vậy: тах(Усдвс) = = l ss k 70] > khi:a=b=c (ycbt). 


34342 

Bài 419 (DAI HOC SƯ PHAM QUY NHƠN - 1998) 
Cho đường tròn (*) tâm O, đường kính AB = 2R. Điểm M di động trên (@ và AM = x. Trên 
lường thẳng vuông góc với mặt phẳng chứa (€) tại điểm А, lấy một điểm có dinh S và AS = h. 
lí Chứng tỏ rằng hai mặt phẳng (SAM) và (SBM) vuông góc với nhau. 


0 Tính thể tích tứ diện SABM theo R, h, x. Tìm những vi trí của M trên (© ae thé tích tü 
liện này dat giá trị lớn nhất 












Giải 
lí Độc giả có thể xem Câu 1 Dé ĐẠI HOC 
QUỐC GIA - 1996, để tit: MB 1 (SAM) 
> (SAM) L (SBM) (dpcm). 
20 Ta có : 


MB = VAB? - AM? = J4R? - х? 


Thể tích tứ diện : 
E. = SA Sanw i c oan" yf 


Nên : 3max(VsApw) €» max(Sagw) (1) 
Trong AABM ha MH L AB 





ES 2 ABMH - RMH 


o 3max(MH) e H=0— AM = MB 

Vậy khi M là trung điểm của cung AB thì thể tích tứ điện đạt giá trị lớn nhất (ycbt). 
lài 420 (DAI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - РОТ 1 - 1998) 
Cho hinh chóp SABCD có đáy ABCD là hình vuông canh a, 
8А =h và SA 1 (ABCD). M là điểm thay đổi trên canh CD. Đặt CM - x. 
| Ha SH L BM. Tính SH theo a, h và x. 
0 Xác dinh vị trí của M để thé tích tứ diện SABH dat giá trị lớn nhất và tính giá tri lớn 









canh bên 








Giải 
ABCM vuông => BM = JBC? + CM? = Ja? + x2 


Diện tích AABMIà : S,gy = SAHBM 


U Ta có : 


Diện tích AABM là : 


1 
SABCD ~ SAMD — SBCM = ; АН.ВМ 


o а? 20-3) x ; AHAx' + a? 


2 
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< AH = 
x? 4 a? 


Vậy : SH - JSA? + АН? 


4 21.2 21.2 
m n Buta hun ED aq) 
"+. 


2/ Thể tích hình chóp SABH là : 


VsABH = SSA.AH.BH 





ЗА =h 
2 
Với: ЈАН = —— 
x? + a? 
H = VAB? - АН? = —_2= 
x? + a? 
3 
Bun Ve VERE c (1) 
6 х^ +а 


Khảo sát hàm số (1) suy ra : 
a?h 
maX( VsApH ) = та khi x = a hay M = D (ycbt). 





Bài 421 (DAI HỌC CÂN THƠ - KHỐI A - 1999) 


Trong mặt phẳng (a) cho đường tròn (T) đường kính AB = 2R. Lấy điểm C di động trên 
(T). Trên đường tháng d qua A và vuông góc với mặt phẳng (a) lấy điểm S sao cho SA = R. Hạ 
AH 1 SB; AK 1 SC. 

1/ Chúng minh : AK 1 (SBC), SB 1 (AHK). 

2/ Tim quỹ tích điểm K khi C thay đổi. Tim giá trị lớn nhất của thé tích tứ dien SAHK. 

Giải 
1/ Tương tự, khi xem Để ĐẠI HỌC QUỐC GIA 
TP.HCM (LUẬT) - 1996, độc giả có thể thay E bằng H; 
N bằng K; M bằng C. 
Khi đó độc giả dễ dàng có được : 
AK 1 (SBC) 


AK І KH bt). 
E L(AHK) 9^? 


2/ Cüng nhu thé, quy tích diém K khi C thay dói là 
đường tròn đường kính AH nằm trong mặt phẳng qua 
AH và vuông góc với SB. 












Ta có : ASAH «€» ASBA => AH 5A 
AB SB 
2 AH-SAAB _ An.Ê2E_2 RE sy iE 
SB RW5 v5 J5 
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Gọi K' là hình chiếu của K xuống AH, khi đó : 


1 ' 1 2 , 
Yeu = AER "= KK 
AH R 
Nên: max(VsAgu) <> тах(КК') = K' ` = J5 







R? J5 


Vậy: max(Vsank)- khi K là trung điểm của cung AH (ycbt). 









Bài 422 (HỌC VIỆN NGÂN HÀNG - 1999) 


Cho hình vuông ABCD cạnh 2a. Trên đường thẳng d qua trung điểm I của cạnh AB và 
tuông góc với mặt phẳng (ABCD) lấy điểm E sao cho IE = a. M là điểm thay đổi trên cạnh 
АВ, ha EH 1 CM. Đặt BM = x. 


lí Chứng minh điểm H di động trên một đường tròn. Tính độ dài IH. 
J Gọi J là trung điểm của đoạn CE. Tính độ dài JM và tìm giá trị nhỏ nhất của JM. 
Giải 











CH | EH 
l/ Ta có : Aic, = HI L HC 
HI là hinh chiếu của HE lén (ABCD) 


Nên H thuộc đường tròn (V) đường kính CI trên 
mặt phẳng (ABCD). 

Gọi : F = (0 ^ AC. 

Nhận thấy, khi : 

se M=B—H=B 

se М= А> Н = Е 







Vậy Н di động trên cung BF của đường 
tròn (0) đường kính CI trên mặt phẳng (ABCD) 
(рет). 

Ta сб: AIHM œ ACBM 





„Н 1м 
BC CM 
2 а 
Б ІН = Р х (ycbt). 


44a? + x? 
Gọi Г' là trung điểm của CI. Trong AIMC, áp dung định 
lý đường trung tuyến; ta có : 


2 
МІ? + MC? = 2LMẺ + S5 
2 
> ГМ? = (x - a)? + 4a? + eĉ 
2 
> ГМ? = x? -ax + sa 
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> là trung điểm СЕ eH 
Ta có : 


, ‚2 =? , 1 a 
Llà trung điểm CI JI =—El=— 
2 2 
aY sa? 
Trong АМГЈ vuông tại Г, ta có: MJ = JM? +14? = Ë - 2 + PE 


a5 


RECAP ct 


ау5 


Vậy (MJ); = 57 khi và chỉ khi x = hay М là trung điểm сда ІВ (ycbt). 





Bài 423 (ĐẠI HỌC QUỐC GIA TP.HCM - KHỐI A - ĐỢT 2 - 2000) 


Cho tam giác đều ABC cạnh a. Trên đường thẳng (d) vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại À 
lấy điểm M. Gọi H là trực tâm của tam giác ABC; K là trực tâm của tam giác BCM. 


1/ Chứng minh rằng MC 1 (BHK) và HK 1 (BCM). 
2/ Khi M thay dói trén (d), tim giá tri lón nhát cüa thé tích tá dién KABC. 
Giải 

1/ Gọi I là trung điểm BC. Do AABC đều cạnh a 

= AI І BC 

Mà MA 1 (ABC), theo định lý ba đường vuông góc 

= BC 1 MI 

Suy ra : BC 1 (AMI) S. 

SG sát pes LAC (Hlà trực tâm) 

НВ LMA (do: МА 1 (ABC) > HB) 


= HB 1 (MAC); mà : MC c (MAC) 





=> HB L MC (1) 
Để ý : МСІВК (2 (Klà trực tâm) 
Từ (1) và (2) > МС 1 (ВНК) (3) (đpem) 
(3) 
Dodó:  ==HKIMC (4) (vì:HKc(HBK) 
(*) | 
=> НКІВС (5 (м: НК < (МАЈ) 
Từ (4) và (5) > НК 1 (MBC) (đpem). 
2/ Hạ đường cao KD của AAKI = KD 1 (ABC) Ko 
> h = KD = К; (АВС) là đường cao tứ diện K.ABC. < 
Lúc đó, thể tích V của tứ diện K.ABC là : 
v= 1n ~ 1Í 332? | p - X52? p E 
8— S4 12 | | 


Do đó : 3max(V)  3max(KD). 
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Để ý AHKI vuông tại K và cạnh huyền 


ur. 2УЗ 
6 
55 max(KD) = K0 = 23 


(với O là trung điểm НІ; Kọ є HI và K,O 1 НІ) 
Vậy khi M thay đổi trên (d) thì giá trị lớn nhất của thé tích V trong yêu cầu bài toán là : 


3 
ma Уа 849 a^ ы) 
12 12 48 
ĐỀ TƯƠNG TU 


Bài 424 (DAI HỌC KHÓI A, B — 1982) 





Cho hinh vuông ABCD canh а. Lấy M є AD và đặt AM = x (0 < x < a). Cho đường tháng 
|d.1 (ABCD) tai A. Lấy S є d và đặt SA = y > 0. 


a/ Chứng minh nhị diện canh SB là nhi diện vuông. 
b/ Tính khoáng cách từ M đến mp(SAC). 
ç Tim thể tích hinh chóp SABCM. 












ủ/ Cho x^ + у? = a”. Tìm giá trị lớn nhất của thé tích hinh chóp SABCM. 
Hướng dẫn 
a/ Dễ thấy BC L mp(SAB) = mp(SBC) L mp(SAB) = dpcm. 
3 
WMH = x | Vsapcụ = сауа + x) y v. 259 


Bài 425 (РАІ HỌC NÔNG LÂM - 1994) 





Cho tứ diện ABCD có AB = x, các cạnh còn lại bằng 1. Tìm x để thể tích tứ diện lớn nhất. 
Hướng dẫn 


maxV = + < x = 3 


2 
Bài 426 (DAI HỌC QUỐC GIA HÀ NỘI — KHÓI B — 1997) 





Cho AABC cán dinh A và đường thẳng (d) L mp(ABC) tai A. Lấy M e d (M ғ A). 
a/ Tìm quỹ tích trọng tâm G và trực tâm H của AMBC. 

|b/ O là trực tâm AABC. Tìm vị trí của M để tứ diện OHBC đạt giá trị lớn nhất. 
Hướng dẫn 


a H nhìn OI cố định dưới góc vuông nén quỹ tích H là đường tròn đường kính OI, thuộc 
mp(MAI) cố dinh. 


bí AMAI vuông cán — MA = AI. 
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Chuyên dé 23: PHƯƠNG PHÁP VECTO TRONG KHÔNG GIAN 


L PHƯƠNG PHÁP 


Cơ sở của phương pháp là sử dụng các định nghĩa và phép toán của vectơ trong không gian 
(Oxyz) (không gian chứa hé tọa độ (Oxyz)). Nó tương tự các định nghĩa và phép toán vecta 
trong mặt phẳng (Oxy). Ở đây ta lưu ý được các tính chất cơ bản : 

Cộng hai vectơ theo quy tắc đường chéo hình bình hành. 












O Hé thức ba điểm : VA, B, M є (Оху) > 


O Ilà trung điểm đoạn AB < |2MI = MA + MB ; VM e (Oxyz) 


GA +GB+GC-= 0 










O G là trong tâm tam giác ABC < 





MA + MB + MC = 3MG; VM e (Oxyz) 


C) G là trong tâm tứ dien ABCD < |GA+GB+GC + GD = 0 


C) Khái niệm ba vecta đồng phẳng : 






e, Ba vecta a R > đồng phẳng khi giá của chúng cùng song song hoặc cùng nằm trong 
một mặt phẳng. 


e; Phân tích (Уа, B e R) là duy nhất và luôn thực hiện được khi m đồng 
phẳng với hai vecta không cùng phương a,b. 


e; Phân tích (Va, В e R) là duy nhất và luôn thực hiện được khi a, b, 


c khóng dóng pháng. 







O Ghi chú: 1) Nếu một trong ba vecta a,b,c bàng 0 thi chúng đồng phẳng. 





2) Nếu một trong ba uectơ a,b,c cóng tuyén thi chüng cüng dóng pháng. 





3) OA = OB- OC > OA, OB, OC đồng phẳng = O, A, B, C e mp(a). 





IL. CÁC BÀI TOÁN CƠ BÁN 
Bài 427 
Hai hình binh hành ABCD và AB'C'D' trong không gian có chung một dinh A. Chứng 


minh các vectơ рр; BB, CC dóng pháng. 





Giài 
Theo hé thüc Chales, ta có : - š jisa , и ч) 
DD' = DA +AD' (2) 
Cộng theo vế hai đường thẳng (1) và (2) ta được : 





=> BB + DD' = (ВА + DA)+(AB' + AD) 


= (CD + DA) +(D'C' + AD) = СА + AC' = CC' => (đpem) 
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Bài 428 

Cho hình lập phương ABCD.A'B'CD. Gọi M, N là trung điểm АА’, BD', theo thứ tự đó. 

Chứng minh MN là đường vuông góc chung của AA. và BD'. 
Giải 





Chọn các vectơ cơ sở : AB - a; AD = b; AA'- c 


zl 


Ta có : b. boc b. жар c.a = Ó và 








° . Ta phái chúng minh dugc ràng : 


[ММ 1 AA' e» MN.AA:= 0 
MN 1 BD' < MN.BD' = 0 
Mid — — — = 1?” э 1 » 1? э 1. > > 1 > э 
Đề y: MN = MA + AB + BN =-—c +a + —BD'= —c +a + —(-a +b +с)=—(а +b) 
2 2 2 2 2 
> MN.AA' = —c(a + Ы = (с.а + c.b) = 0 = (рст) 


Chúng minh tuong tu : MN.BD: = 0 — (dpcm). 
Bài 429 
|l/ Cho tứ điện ABCD có AB = BC, AD = DC. Chúng minh AC 1 BD. 
[X Khi tứ diện ABCD có AB 1 CD. Chúng minh rằng: AC? – AD? = BC? - BD? 






l/ Đặt các vecta cơ sở : BA = a, BD - b, BC- c 


DC-BC-BD-c-b 
Suy ra : 31 


DA-BA-BD-a-b 





Theo đầu bài : 








> э 
e > а®^=с?, 





a- j- 





z 


+> — 


e (a -b)* = (c = b! = a?-b?-2ab-c?«b?-2bc < “ha c ааг. e = 0 


<> BD(BA - BC)-0 < BD.CA =0 < BD 1 СА (đpem) 
Ш Tacó: AC?-AD? = AC?- AD? = (AC- ADXAC « AD) - DC(AC + AD) 
= DC(AB + BC + AB + BD) = 2DC.AB + DC(BC + BD) 
Theo giá thiết : АВ L CD < AB 1 CD e» AB.CD = 0 
= AC'- АЮ? = DC(BC + BD) = (BC - BDXBC + BD) = BC? - BD? = BC? — BD? (dpem) 
Bài 430 


Cho hinh lập phương ABCD.A'B'C'D' canh a. Tìm khoáng cách giữa hai đường chéo AC 
và A'B. 
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Giải 
Lấy tùy ý M є AC, N є АВ sao cho MN là đường vuông góc chung của AC và A'B. 
e MN.AC =0 và MN.BA' =0 
Chọn các vectơ cơ sở : AB - a. Aika b AM EC 
= AC=a+b,BA=AA'-AB=c-a 
Раё: AM-xAC, BN = yBA' 


— -> » › › › › 
Lúc 46: MN = MA + AB + BN = -x AC + a + уВА' 





= -x(a +b)+a 4 y(c -8)-ü-x-y)a -xb -yc 


N. Xa TT бер үү: + — x > De 2 2 _ 
Để ý : MN.AC =0 T [(1-x-y)a -xb -yc](a +b)=0 = (1 — x - ya^ - xa“ = 0 


—» —— >» » -> э -» 2 , AA 
MN.BA = 0 [1-x-y)a -—xb -yc](c -a)=0 ya -1-х-у)а = 0 
1-2х-у=0 1 
< х=у=— 
-1l+x+2y=0 8 


Suy ra : MN -—(a - b - o) 


> › › 2 
e MN? = la. 6-00-97 es MN = ®%® (усыз) 


O Ghi chú : Bài toán này có nhiều cách giải, ở trên ta dà sử dung phuong pháp vecto. 
Bài 431 
Cho tứ điện ABCD. Có E, F, I theo thứ tự là trung điểm của AB, CD, EF. 


a/ Chứng minh : IA + IB + IC + ID =0. 

b/ Với điểm M bát kỳ trong không gian, hãy chứng minh : MA + MB + MC + MD - 4MI 

Tìm điểm O sao cho OA + OB + OC + OD = 0. Chứng minh điểm O là duy nhất. 
Giải A 


M 
› — — zx Ф — ° 
a/ Hë thúc trung điểm cho ta: IA + IB - 2IE ; IC + ID =2 IF 
> —-} —> —— -> — >» E 
= IA + IB + IC + ID = XIE- IF) D 
— TA + IB + IC + ID = 0 (đpem) B 
F 


b/ Tương tự: МА+МВ=2МЕ; MC + MD - 2MF 
- МА + МВ + MC + MD = 2(ME + MF) - 4 МІ (dpcm) 


c/ Cũng tương nhu thế từ câu a/ ta có : 0= 2(OE + OF) 
Đẳng thức này chứng tỏ O là trung điểm đoạn EF. 
Giả sử có điểm O' + O thỏa mãn đẳng thức đã cho, ta cũng dẫn được tới OE+OF = 0 
э OE+OF=OO+OE+OO+OF c 0-200+0Е+0Е c» 00-0 > 0'=0 


Vậy O là điểm duy nhất thỏa : OA + OB + OC + OD = 0 (yebt) 
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Bài 432 


Cho tứ diện ABCD và mặt phẳng (P). Tìm điểm M e (P) sao cho MA + MB+ MC + T dat 
giá tri nhó nhát. 





Giải 
Gọi I, J là trung điểm AB, CD theo thứ tự đó. Ta có : K 
MA+MB-2MI và MC +MD = 2MJ 


MA + MB + MC + MD - 2(MI + MJ) = 4MK (1) 
Trong (1) thì K là trung điểm IJ. Suy ra : А 
MA + MB+ MC + MD = 4м < мук (2) 
Trong (2) thì M;K 1 (P), Mẹ e (Р) 
МА + MB + MC + м = 4M;K 
) 
< М, là hình chiếu vuông góc của K trên mặt phẳng (P). (ycbt) 
Bài 433 
Cho tứ diện ABCD. Gọi P, Q theo thứ tự là cương điểm của các cạnh AB và CD. Hai điểm 








Vậy : min 
ây Mc (P 















К, S lần lượt lấy trên các canh AC và BD sao cho AR = z = k (k > 0). Chúng minh ràng bón 
: AC BD 






diêm P, Q, R, S nằm trên cùng một mặt phẳng. 





Tee: nộ» 16, pb = tlac АР): (вр _ pe) 


5 PQ- địt, + 8») [RE БЁР: taa Hs) 
2 2'k 
0 


=> ро = дАР + PÑ + BÉ + Bộ ~ sự (PR + PS) (vì AP+BP=0) 


> ЗБЕ 2 sự PR+ әр PS = РО, РЕ, PS đồng phẳng. 


Vậy P, Q, R, В nằm trên cùng một mặt phẳng (đpem). 
Bài 434 
Cho hình hộp ABCD.A'BC'D'. Tìm điểm M thuộc đoạn AC và điểm N thuộc đoạn C'D sao 
tho MN song song với BD'. 





Giải 
> — > - 


Xét các vectơ cơ sở : BA = а, BB' = b, BC = в 


мехе = MCenAC 

Đề ý : ; cai 
IN CD = CN = mCD 

Giả thiết MN // BD' cho : 


MN=kBU<MbG+b4fT<ka¿kb‹skẽ Hj 
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Mặt khác : - MC + cơ СМ N 


= ыыы dpi d sss 


alcun r0 pobre dfe (2) 
m—n=k (3) 

So sánh từ (1) và (2), ta được : |1 - т = к (4) ek=n=L,m= = 
п =k (5) 


Vậy : MC = АС, CN = 2€D (đủ để xác định M, N thỏa усы) 


di 






Bài 435 

Cho lăng tru tam giác ABC.A'B'C' có độ dài canh bên bằng a. Trên các cạnh bên АА’, BB, 
CC' lấy các điểm M, N, P sao cho AM + BN + CP = a. Chứng minh rằng mặt phẳng gs 
luôn luôn đi qua một điểm cố định. 











Giải 
Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. 
G' là trong tâm của tam giác MNP. 


GG'- СА + AM +MG' 
Ta có : GG' = GB + BN + NG' 
GG'- GC + CP + PG: 





=> 3GG' = (GÀ + GB + GC) + AM + BN + CP +(MG' +NG' + PG) 


ich GG = m in MEC AA (vecta buóc) 

Mà G có dinh — G' có dinh. reis mp(MNP) di qua G' cố dinh (dpcm). 

Bài 436 

Cho hình tứ diện ABCD cá các cặp canh đối bằng nhau : 

АВ = CD =a; ВС = AD = с; АС = Вр = b 

1/ Chứng minh rằng đoạn thẳng nối hai trung điểm của cặp cạnh đối diện là đường vuông 
góc chung của hai cạnh đó. 

2/ Tính độ dài đường vuông góc chung đó theo a, b, c. 


Giải 










Khi chọn hệ vectơ cơ sở : AB =a, AC = b. AD- c SRP a лр» b; idm 


— =» 


Ta có: BG - AC- AB -b-a < BC? - (ВС)? - (b - a? =b? «a? Ба 
а сеа ¿Š 
«> с? = Б? + а? 29a. b €» 2a. be———— 
2 2 2 
a^ +c’ -bd 
_—— 2 
~ (2) 
b? 4 c? – 
2 


(1) 


Tương tu ta có : a.c = 





(3) 


-> —> 
b.c = 


Y 
4 
oi 
4 


Lúc đó : IK = IB + BC «CK - + (b - a) + 2(€ - b) = 
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ТАЕНЕ НУН) W 


2 
Thay (1), (2) vào (4), ta có : 
s rdi. 3223.2. 2 9 SSS 
ma. Се e eco е АРИ = IKLAB (B) 
2 2 2 4 
Hoàn toàn tương tự chứng minh được : IK 1 CD (6) 
Vậy (5) và (6) cho ta IK là đường vuông góc chung của AB và CD = (dpcm). 
2/ Ta có : IK? = ъс а = ЦЫ, с? + а? 2b c-2ab- 2a J 








> ІК? = ье +a? + (bể +c? –а?) - (a? + b? –с2) - (a? +c? ~ b?)| = —(2b? + 202 - 2а?) 


= IK = £ +c?-a? (ycbt). 


Bài 437 
Các góc phẳng ở đỉnh của một góc tam diện bàng a, B, y. Các góc phẳng nhị diện đối diện 
tương ứng bằng A, B và C. Chứng minh rằng ta luôn có : 
cosa = cos[..cosy + sinƒÌ.siny.cosA 
cosp = cosa.cosy + sina.siny.cosB 
cosy = cosa.cosp + sina.sinf.cosC 


Giải 















Đặt : 20 = a; ZOy = B; Оў = y. 
Trên Oz lấy một điểm M, kë MI 1 Oy; I є Oy và MH 1 тр(хОу) 
= HI L Oy (định lý 3 đường vuông góc) với МІН = A. 

Đường thẳng IH cắt Ox tai K. O 


Chọn vecta cơ sở : OI = a, OK - b, OM = с 
2 
: .COS Œ à 


l a ) с q) 


Lr es hoc | Ж а к кык 
COS^ cos8 сов y.cosB cos y.coS В 








Lúc đó : Ñ 


Mặt khác: b=a +IK, с-а +IM 


= b.e —(a DKY(K 2 IMO = al +a M + IK a + IK IM - a?4 0 4 0 4 IK.IM 











- a? 4 IK.IM 
Nhung : IK| - altany tanpcosA 
sb b.e = a? + a? tany.tan.cosA = a?(1 + tany.tanB.cosA) (2) 


So sánh (1) và (2) => —99 =1+ tany.tanf.cosA 
cosy.cosp 


< cosa = cos[.cosy + sinj.sinycosA (ycbt) 

Tương tu ta chứng minh được : 
cosp = cosœ.cosy + sina.siny.cosB (ycbt) 
cosy = cosa.cos[) + sinœ.sinj.cosC (ycbt) 
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Bài 438 

Trong không gian cho một điểm O và bốn điểm A, B, C, D phân biệt và không thẳng hàng. 

Chứng minh diéu kiện cán và đủ để ABCD là một hình bình hành là: OC + OA = OD + OB. 
Giải 


C) Néu ABCD là một hinh binh hành — BC = AD 






= OC-OB- OD -OA với điểm O bất ky trong khóng gian. 
= OC+OA = OD + OB (1) (рст) 
C) Đảo lại nếu ta có : ОС + OA = OD + OB = OC -OB = OD -0A > BC- AD 


Nhung do A, B, C, D phân biệt và không thẳng hàng = ABCD là một hinh bình hành. 
Từ (1) và (2) = (dpcm). 


Bài 439 
Cho hinh chóp S.ABCD có đáy ABCD là một hình bình hành. Một mặt phẳng cắt các cạnh 


SA , 5C .SB, SD 
B, N. 
SA, SB, SC, SD, lán luot tai K, L, M, Chứng minh rằng : SK tM ж сте SN ` 





Giài 
Xét các vecta cơ só : SA = ^ SB - b. SC - e 


Vói K e SA; L e SB; M e SC, ta có : 
SK SL SM SN 


kl m cn. 
SA SB SC SD 


= SK =ka, SL =/b, SM=mc, SN=n§D. 
Đã có sẵn bốn điểm K, L, M, N đồng phẳng nên : 
SN - aSK +BSL +ySM VỚI Œ + В + y = 1. 





=$ SN =n§D = ока «flb +ymc 

Với ABCD là hình bình hành nên ta có : 
CD = BA = SD -SC = SA - SB = SD = SA - SB + SC =a -b+c 

= nSD =na —nb +ne = ака -Bib «ymc 

Vì а, b; С độc lập tuyến tính nên ta có : 


n = ak, -n = Bi, п = ymhay «= 


Nhưng œ + В + y = 1 nén: — E, 
k- Lv 


SA. 5С SB SD 
Váy: Sk SM SL ӘМ (РӘ) 
Bài 440 
Cho hình hộp ABCD.A'B'CD. Gọi P, R lần lượt là trung điểm các canh AB và АТ). Gọi Р’, Q, 
Q', К lần lượt giao điểm các đường chéo của các mặt (ABCD), (CDD'C), (A' B'C'D), (ADD'A ). 
1/ Chứng minh rằng : РР' + QQ' + RR = 0. 


2/ Chứng minh rằng APQR và AP'Q'P' có trọng tâm trùng nhau. 
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Giải 
y Xét: PP'+QQ + RR: S(AD + DA' + A'A) = 0 (1) (dpem) 


2 Gọi G, G' lần lượt là trong tâm các APQR và AP'Q'R'. 


(1) 


e (PG « GG: +G'P)+ (QG + GG: +G'Q) + (PG +GG: +GR)= 0 


e (PG +QG + RG) + 3GG'+(G'P' + G'Q' +GR)= 0 
Ev HR + НО) pie Robo. ЖШ ns 






e 0 + 3GG' E 0 = 0 
e GG: = ) 
= G trùng G' 


Vậy hai APQR và AP'Q'R' có cùng một trọng tám (dpcm). 


Bài 441 
| Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác đều canh là 42 , SC 1 (ABC), goi E và Е lần 
lượt là trung điểm của AB và CB, SC = 2. Tính khoảng cách ngắn nhất giữa SF và CE. 


Giải 








-> — + › 
а.с = b.c = 
› › 


Ta chọn hệ cơ sở : CA = a, CB - b, CS = c = 
b = (442)?.cos60? = 16 


› 


Lấy tùy ý I e SF, ta có : SỈ =œ§F =d|- po e SI = -ac «cab 


5 S 


Dodó: IK - IS +SC+CK -ac-cab ere 


Lấy tùy y K є CE cũng сб: CK = BCE - нз 





Б * (a – De (*) 








wa 


( 
+ 
(3 
Xét: SF L IK © SF.IK - 0, trong dó SF = SC + CF = -c +26 


pop fa ` ( › -» у 2 
e Рав (Ett s = tpe -bac |а B e -a- Dc? - 0 
4 \ 4 (3 2 2 


o Тав: = Pm +0-0-(œ- 1)4 = 0 12B - 12а = – 4 < ЗВ – За =- 1 (1) 





Lại t :OE r TCO GE tt w 36 Ha- 





e ба. Ваар, fa- Sae shan [Ea [ze =0 
4 4) (2 4 4 


= Pm « [79 6, 0+ 2а). (P go. 0-0 c» 248-120 20 = а= 26 (2) 
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Giải hệ : | 


2 

— gp = 
œ = 2B ` Ре 3 
3B – За =-1 (2) 3 
3 


2 2 
(*) > › a9 > ps > > > > 3 — 
Do dó: — IK sự. Tóc và IK? ~ £a Е re = 1 a-b-2c 
6 6 3 6 6 3 36 


3 nea. viue! ddp-dacsa4bc|c-oQg492:18-200-040 5 29 712 
36 36 36 9 


e Ik= $3 


Theo lập luận thì IK là đường vuông góc chung của SF và CE — mind[SF; CE] = IK = ыз 
< —> 2 > — 2 —— 
Tương ứng: SI -—SF,CK -—CE. 


Bài 442 





Cho lăng trụ tứ giác đều ABCD.A,B,C,D, có chiều cao dài bằng nửa canh đáy (h = °). Vái 
M là một điểm tùy ý trên canh AB, tìm giá trị lớn nhất của (MỜ. 
Giải 

Tr 


> P Ey "y — = » 
Chọn vecta cơ sở : АВ = а, Ар = b, АА; = с > la 


: = h. 


Do М є AB > За є [0; 1]: AM-aAB-aa vói0 <a <1 








Chiều cao của lăng trụ là h thi 





» 


MA, = AM, - АМ = c - aa 





MC, = CC, -CM = CC, - (BM - ВС) = MB + BC «CC, -(1-o)a +b «c 
d = (с -аа)? = с? -2ac.a + a?a? = h? -0+ a? (4h?) = h2(1 + 4a?) 
=> > > -9 
(МС, )? = la oja +b + e|- (1 — a)? 4h? + 4h? +h? = h”[4(1 - a)? + 5] 
| * 


¬ 


=> s -h4l-«4o? và МС) = һүд1 -a) +5 


| 
| 
` 


> > 


> MA, МС, = (c-aa)[l-a)a + b + c] = c?-a(1 -a)a? =h? - all - a)4h? 

hŸ[1 - 4a(1 - a)] = h? (2a - 1)? 
h?(2a - 1)? 

h2 Ja + 402044 - a? + 5] 

(2а - 1)? 


Ja + 4a?) [4(1 - a)? + 5] 


3maxo <> coso = 0 <> а = 5 e [0; 1], khi M là trung diém AB (ycbt) 


( › › 
=$ ex MAI; МО, |- ; với <œ<1 


=> cosQ = eos MAI; мс) = > 0 (vì 0 < o < 90) 
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Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' có BCD = 609 và các cạnh đều bằng nhau. Chứng minh rằng: 





CB” + CD? = CA?. 


Xét các vectơ cơ sở : C'D' = a, C'B' = b, CC = 


c 
CBsbit o CB? -(bs c) =? pet abe 
Ta có : 
-> > — э — F> ` ___> 
CD=a+c e» CD? =(a +c)? =a? +c? +2ac 
m > >: “f 
C'B2 = a2 s +2bc 
e 


`» 


(CD? =a? +a? ИЄ өы 





= СВ? + C'D'2 = 4а? + 2c(a + b) = 4a? + 2c.CA' (1) 
Xét riéng : СА =CC + CB + ВА «cela 
= CA?= a*4b*4c549abs2a.642bc-a ааа 2a?cos600 + 2c(a + b) 
= 4a” + 2cCA' (2) 
So sánh (1) và (2) ^ C'B? + CD? = C'A? (dpem) 
Bài 444 


Cho lăng trụ ABC.A'B'C'. Có M є АВ’, N e AB, P e CC' thỏa mãn 


Mát pháng MNP cát B'C' tai Q. Tim ty só c 





Giải 
Xét các vectơ cơ sở : АА' = i AB = b. AC - i 
Để ý thấy Q є mp(MNP) > MN = xMP+yQN (1) 


> 


25 Mita МА + АА + АМ = 28-а +25 -16-а 
Lại có : MP = MA + AC +CP = ——Ь + с -da 
Và QN - QC «CC + CB + BN - kB'C -a + AB - AC -FP SKAG -АВ) -a +b -e Zb 
-> — › 9- » 
= Ме = duc Io. i ims (2) 
Thay (2) vào (1) ta được : 


y + 1 » › 1 - » > _> 2 › › 

15-4 Ex. +хс йи + кус -kyb-ya t3yb -ye 
[ 28 
x+ky-y=0 алт 
= cổ). 02 < уш 
3 3 3 7 
I2 ы jme 
8 | 5 
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Do đó : QC - kB'C'- ВС = Q chia ngoài đoạn В'С' theo tỷ số 


сл | — 


Vậy là Q ở phán B'C' kéo dài về phía C' một đoạn C'Q = BC. (ycbt) 


Bài 445 
Gọi ABC.A,B,C, là một hinh lăng tru tam giác đều có tất cả các cạnh bằng a. Xét các đoạn | 
thẳng có hai đầu mút lần lượt nằm trên hai đường chéo BC, và CA, của hai mặt bên lăng trụ 
và song song với mặt phẳng АВВ,А,. Tính chiều dài của đoạn thẳng ngắn nhất trong các 
đoạn thẳng như thế. 




















Giải 


Chọn các vectơ cơ sở : AB = a, AC = b, АА, = ë 











— 3a e [0; 1]: MA, = aCA; =d(€ - b) 





= CN-pCjB-BCb - c +a) B 

= MN-MA, «AC, «CN -a(c -b)+ b +B(a -b-c)efa «(1-a-)b «(a-foc (1) 
Dé ý đến ba vectơ AB, MN, CC, là dóng pháng 

= 3p; q: MN =pAB +аСС, = pa +qc (2) 


So sánh (1) và (2) cho : Ва +( -a-Bb t(a-Be = pa кае 


B= p p=B 

€» 41-а-В=0 < {4œ=]l-P 
| 
œ-B=q (а =1-2В 


Lúc đó (1) hoặc (2) — MN = Ba +0.b +(1-98)c 
=> MN? = p2a2 + (1- 2B)2c? + 2B(1 -2p)a.c 
=» ММ№? = p2a2 + (1 - 2B)?a? +0 = (bf? — 40? + 1)a2 


dui 48 lla. 6-2) «x 2, a 
= sn Б 5/5 sÉ 5 i 2 5 (3) 


Dấu dáng thức xảy ra trong (3) khi b = É: = min(MN) = ai tuong úng b = : (ycbt) 


III. GIẢI TOÁN THI 
Bài 446 (ĐẠI HỌC GIAO THÓNG VẬN TẢI HÀ NỘI - 1997) 


Cho tứ diện đều ABCD. Gọi M, N là trung điểm tương ứng của các cạnh AB, CD và CB = | 
a. Tính dó dài MN. 





Giải 
——› — ә 


Kí hiệu BC á, BA = b, ВО = c 
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Vi ABCD là tứ điện đều nên : 


E o» э 


яз „= asd 





CN - СБ - ¿[BD - Bc е 
2 2 2 


> MN = MB + BC + CN = 30 +a +2 (€ =4) = (8= b + O) 





=> MN = 





J2 
Bài 447 (DAI HOC GIAO THÔNG VẬN ТА! HÀ NỘI - 2000) 


Cho hình lập phương ABCD. A'B'C'D', các cạnh của nó có độ dài bằng 1. Trên các cạnh 
BB, CD, A'D' lân lượt lấy các điểm M, N, P sao cho : 


B'M = CN = D'P =a(0<a< 1). 
Chúng minh rằng : 1⁄ MN = -a.AB + AD + (a — DAA' 


2 
1 > -— -— = э — —>—> 
Ha? +b? +c? -2ab +2ac EJ XU (ycbt) 







2/ AC vuông góc với mặt phẳng (MNP). 
Giải 
l/ Sử dụng hệ thức Chales, ta сб: 
MN = MB + BC + CN 
= (1 - a).B'B + AD + aCD 
=(a-1).AA'+AD-aAB (1) 
0 Tương tu, sử dung hé thức Chales, ta сб: 
МР =MB+BA'+A'P 
= a.AA' - AB + (1 - a)JAD (2) 





và AC'= AA' + A'B' + B'C' = AA' + АВ + AD (3) 
° AC.MN = (AA' + AB + AD)[(a - 1)AA' + AD - a.AB] do (1) và (3) 
= (а АА? + AA AD - aAA AB + (a -DABAA « ABAD - 
S ĐÓ PU II D xe adl. ANO A 
- aAB «(a -DAD.AA + AD. - aAD.AB 
E б lo ó 
= (а-1) -а+1 = 0 


=> AC І MN (4) 
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„ AC'MP = (AA'+ AB + AD)[aAA'- AB + (1 — a).AD] do (2) và (3) 
——2 ——2 ——2 
= а.АА' -AB +(1-a).AD =а-1+(1-а) = 0 
= AC HMP- (5) 
Từ (4) và (5) cho ta : AC' L (MNP) (рст). 
Bài 448 (ĐẠI HỌC XÂY DỰNG - 2000) 
Cho 4 điểm A, B, C, D. Chứng minh rằng : 


a/ AB 1 CD khi và chỉ khi AC? + BD?- AD? + BC”. 


b/ Nếu AB 1 CD và AD 1 BC thì AC 1 BD. 





Giài 
a/ AC? + BD? - AD? + BC? 

< AC?- AD? - ВС? Вр? 

< AC? - AD? = BC? - BD? B 


Q 


(ac - AD (Ac i а) (во -вр | Bc : BD) 
© 2DC. AI =2CD.BI (với 1 là trung điểm CD) 
e 200 АЇ - BÍ )=0 AB.DC = 0 — AB 1 DC (dpcm) 
b/ Ta có : AG.BD - [AD^ pc (ac «6B 


—> —> — —> ә —-> 


- AD.BC + AD.CD + DC.BC + DC.CD, do AD 1 BC 


DC(BC + GD + DA) = DC.BA = 0 


уау: AC L BD (dpcm) 


Bài 449 (DAI HỌC KIÉN TRÚC HÀ NỘI'- 2000) 


Cho tứ diện ABCD và M là một điểm di động trong không gian. С và С; lần lượt là trọng 
tâm tứ diện và trọng tám tam giác ВСР. | 








1/ Chứng minh : G,B +G,C +G;D = 0 


2/ Chứng minh : СА +GB +GC +GD - 0. 


(Ghi chú : Trọng tâm của tứ diện là giao điểm các đường thẳng nối mỗi đỉnh của tứ di 
vói trong tâm của mặt đối diện) 
3/ Tìm tập điểm M thỏa mãn hệ thức : 


MA + MB + MG + Mr) - мВ + MG + MD 
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Giải 
l Gọi G, là trong tâm ABCD và B' là trung điểm CD, ta сб: 


G,B = -2G,B (1) 





Ta lai có : G,C + G,D -2G,B (2) 





— oœ 


Từ (1) và (2) >=> G;B + GC +G,D = 0 (đpem). 
0 Gọi G; là trọng tâm AACD. 

Khi đó G là giao điểm của AG, với BG;. 
EON 1. —.— ng SE 


"n 
andi 
. 
.. 


Ta có : 





s... 
.... 
.... 
N^ aepo 


= GG; // AB 


=> 3GG, = -GA (Theo định lý Thalès) 
Mà : GB « GC « GD - 3GG, +G,B « G,C « G,D = 3GG, 
Váy : GA + GB « GC +GD = GA -GA =0 (dpcm). 
y Ta сб: MA + MB + MC + MD - 4MG 
MB « MC « MD - 3MG, 


án: MA + мВ + MC + ME) = ив + Mẻ + MD 


e» 12 





мӧ = мб} e» MG = MG, 


Vậy tập hợp các điểm M là mặt phẳng trung trực (œ) của đoạn GG, (ycbt). 
Bài 450 (DAI HOC VÀ CAO DÁNG, KHÓI B, DOT 2 - 2002) 

Cho hình lập phương ABCD.A,B,C,D, có canh bằng а. 

a/ Tính theo a khoáng cách giữa hai đường tháng А,В và B;D. 


b/ Gọi М, N, P lần lượt là các trung điểm của các canh BB,, CD, A;D;. Tính góc giữa hai 
đường tháng MP và CN. 





Giải 
Ta chọn hệ trục tọa độ Oxyz sao cho các 
đỉnh của hình lập phương có tọa độ như sau : 


B,(0; 0; 0), С, (а; 0; 0), A,(0; a; 0), 
B(0; 0; a), D(a; a; a). 


hc ERA LES 
a Ta có*. 1 (0; a; a), B,D (a; a; a) 


— 


A,B, = (0; -a; 0), A,D = (a; 0; a) 
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n = A,B ^ B,D = (-2a?; a?; a?) 
— 

S 4а | = Jaa: аа“ = a? J6 
— 


I1 =. = — 
VpA,BB, = © AB ^А,В,).А,р| = 2 


6V 
= d(A;B, B,D) = d = ed 
S 46 
мое 9 
2 2 


b/ Ta сб: N(s 5: JE 
(o | J 
2 


(een 


E ien — — 
© cos(MP,C,N) =——— o = МР LC,N. 
IMP|.|C,N| 


Bài 451 (HỌC VIỆN QUAN HỆ QUỐC TẾ - 2001) 
Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'CD' với AB = a, BC = b, AA' = c. 
a/ Tính diện tích của AACD' theo a, b, c. 


b/ Giả sử M và N lần lượt là trung điểm của AB và BC. Hãy tính thé tích của tứ diện 
D'DMN theo a, b, c. 





Giải 
a/ Ta lập hệ truc tọa độ vuông góc có gốc trùng với 
đỉnh A, các trục có phương lần lượt trùng với các vectơ 


AB, AD, AA”. 
Khi đó : A(0; 0; 0), C(a; b; 0), D'(0; b; c) 
AC = (a; b; 0) 
Ev: — э 
AD' - (0; b; c) 


= AC a AD: = (bc; -ac; ab) 


= SAACD = Z] AC A AD'| = = fab? + (bc)? + (ca)? 


b/ Ta có : SADMN I .BD.AC = .BD.AC = = Sancp = аЬ 
abc 


=> VD'DMN = SS wv DD = Tw 
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Bài 452 (ĐẠI HỌC SƯ PHẠM HÀ NỘI, KHỐI A - 2001) 
| Cho hai hình chữ nhật ABCD (AC là đường chéo) và ABEF (AE là đường chéo) không cùng 
| пат trong một mặt phẳng và thỏa mãn các điều kiện: AB = a, AD = AF = ач. Đường thẳng 
AC 1 BF. Gọi HK là đường vuông góc chung của AC và BF (H e AC, K є BF). 


a/ Gọi I là giao điểm của đường tháng DF với mặt phẳng chứa AC và song song với BF. 


Tính tỉ số Di А 
DF 


b/ Tính dó dài doan HK. 


c/ Tính bán kính hinh cầu nội tiếp tứ diện ABHK. 
Giải 
Chọn hệ tọa độ Đề các vuông góc trong không gian sao cho : 
A(0; 0; 0), B(0; 0; а), D(0; a2; 0), 
F(x; y; 0) (với x > 0, y > 0, х? + y? = AF? = 2a?) 


Suy ra : AC = (0; a42; a), BF = (x; y; -a) 





а-/6 


Mà AC. BF =0 nên aJ2 y – a? =0 số plar cac = x = — 


42 2 


а/ Giao điểm I cán tìm là điểm thuộc đường tháng DF sao cho mặt phẳng (ACI) song song 
với BF tức một vectơ vuông góc AC và CI thi phái vuóng góc vói BF : 
Đặt DI =t.DF (z0) 
5 CI - CD« DI =(0;0;-a)+ t. DF 
= (0;0;- а) + t(x; y - a V2; 0) 
etse 
2 


= (0;0;-а) + + ————;0 


= 2048-6-45) 





và AC = a(0; 42:1) 


-> —> —> 
nên một vectơ # О vuông góc với hai vectơ CI và AC là 


= (-2 + t; J3t; - Jet) 
va Ra вв. 80, a a2, bệ TEREM J6t = 0 
e -2+t+t+2t=0 еа = A _ 1 
2 DrF.-2 
AH = u. AC 
b Đặt 57 pis 
BK - v. BF 
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= HK = AB + BK - AH = (0;0:a) + v. BF - u. AC 
ЕЕЕ a A42, -a | adn 


Е ‚ауу? _ a⁄2.u;a – ат s | 


- ta sẽ E) 


2 
Đường tháng HK 1 AC và BF nén : 





c Ps " ЗЕ 
НК АС =0 у 20 +1-0-у = 0 сес 
(E Li MARTE l+u+v=0 1 
HK.BF =0 2 2 21 P 


AH = 2 (0; 42;1) i 
21. 3 > HK = (6; - 42;2) 
AK = — (6; 42; 4) 


dH ui 83 2*4 ауз 
6 3 
Y Tudé: AB = об), АН = Z (0; V2; 1), AK = Z (46; 42:4) 


HK = s (v6; -42, 2), BH = 30 42; -2) 


nên: Vix s s|(AB л АН). АК * NZ. E 


a? 1.39 — a? 
Анк = ЈАН л AK| =i Samk= 2|HK ^ ВН | ы 














6 
— ỷ— 2 2 
Sum = LAB A AH| - 82, Ñ _a242 
2 6 6 
2 2 2 
> Sy = Suum + Sanik + Sun + Sun = — + 32-5 audi 
a343 
V s sa 
Bán kính hình cầu cán tim: г = S VABHK_ ABHK ER na 3 = За уЗ 
S a (1+2) 14492 
3 


Vậy : г = З(-/6 - 43)a. 


Bài 453 





SB. Hãy tính góc o giữa mặt phẳng (АКС) và (SAB) theo f. 
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Cho hình chóp tứ giác đều SABCD. Các mặt bên tạo với đáy góc B. Gọi K là trung điểm của 





Z 
Giải 


Kẻ đường cao SH. Lấy H làm gốc tọa độ, dựng hệ trục tọa độ Hxyz, 


trục Hx chứa A, chiều dựng từ H đến A, trục Hy chứa B, chiều dựng từ H 
dén B, trục Hz chứa S, chiều dung từ H đến S. Е 
pa, [AB = a 2 
SH = h 


Ta có : A(a; 0; 0), B(0; a; 0), C(-a; 0; 0), 





h 
D(0; -a; 0), S(0; 0; h) và K(02:2] 


Mặt phẳng (ABC) có phương trình z = 0, mặt phẳng (SAB) có phương trình theo đoạn 
chắn là : 


РЕ РЕ. Жык © hx + hy + az – аһ = 0 

5 a 35 

Mặt phẳng (AKC) chứa truc Hx và di qua K nén có phương trinh là : 
-hy + az = 0 

Vậy góc B giữa (SAB) và (ABC) được xác định bởi : 


a 








a 1 ‹ h? 
cos = D mc Die —) 
Jh? +h? +a? 40? +02 +1? va? + 2h? vl + 2k E 
Vi o là góc giữa (АКС) và (SAB) nén : 
e la? — h? | |1- kị 
O =— — тт 
va? +h? Va? +2h? V1 - k.J1 + 2k 
1 1 
2 2 
cos^p = (> k =—tan“B) 
p 1+ 2k 2 P 
— 
cosp = 1-k| 
У + k.J1 + 2k 
h -zen I2cos?B — sin?p| |3 eos? p - 1| 
= cosg = ————— CO8 = P 


qu Y B J4cos?p + 2sin?p {2q + cos? В) 
2 | 


Bài 454 (OLYMPIC TOÁN QUỐC TÉ) 








Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D' có cạnh bằng 1. Các điểm M, N, I lưu động lần lượt 


trên ЛА’, BC, C'D' sao cho : A'M = BN = C'I = a (0 <a < 1). Gọi (о) là mặt phẳng qua ba điểm 
М, N, I. 


a/ Chüng minh ràng (a) luón tu song song. 
b/ Tính d(A, (a)). 


c/ Tính dién tích AMNI theo a và xác dinh M dé dién tích này bé nhát. 
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Giải 
a/ Xét hé truc tọa độ Oxyz như hình vẽ, ta có : 

A(0; 0; 0), B(1; 0; 0), 
D(0; 1; 0),A(0; 0; 1). 

Từ đó suy га: С(1; 1; 0, B(1; 0; 1), 
G(1:1;2, BOTDI) 

M(0;0;1—a), N(1; a; 0,K1 — a; 1; 1) 

MN = (1;a;a - 1) 


——> 


МІ = (1- a;1;a) 
= Pháp tuyến của (MNI) là : 


= 





na = MNA MI = (i-—ssb-a^€*8a—-1;2-32541) 


nén pháp tuyến thu gon là no, = (1; -1; 1) > Nag có dinh. 
Vậy (a) là mát phẳng tu song song. 
b/ Ta viết được phương trinh mặt phẳng (a) (chứa M) là : 
1(x — 0) — 1(у — 0) + 1(z —- 1 +а) = 0 х-у+2+а – 1 = 0 


j 
EMA айе ааа 





© 


v3 43 1 


2 
1 > 
d мүл mA E quio. E [a-2] š 
AMNI 9 9 2 


2 
343 


Vậy : minSŠxwwi = => khi a = - ‚ tức là v(o. 2] là trung điểm đoạn AA'. 


s2 8- 


sog з 348 


Bài 455 (DAI HOC SU PHAM HÀ NÓI - 2000) 
Trong không gian cho ba tia Ox, Oy, Oz đôi một vuông góc nhau. Trên Ox, Oy, Oz theo thứ | 
tự lấy các điểm A, B, C sao cho OA = a » 0, OB = a42 OC = с> 0. Gọi D là dinh đối diện 
với O của hinh chữ nhật AOBD và M là trung điểm BC, (P) là mặt phẳng di qua A, M và cát 
(OCD) theo một đường thẳng vuông góc với AM. 

a/ Gọi E là giao điểm của đường thẳng OC với (P). Tính độ dài OE. 

b/ Tính tỉ số thể tích của hai khói đa điện được tạo thành khi cắt khối chóp C.AOBD bởi | 
mặt phẳng (P'). 
c/ Tính d(C, (P)). 










Giải 
Gọi I là tâm hình chữ nhật AOBD, {G} = AM ^ CI, IF] = EG ^ CD. 
Đặt: У = VeAonp 


(= VeAop = —) 
CAOD 2 


Vị = VcAEMF 


V2 - VAEMFAOBD 
= Vi + У, = У) 
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Chọn hệ tọa độ Đề các Oxyz như hình vẽ. Ta có: 


a с 
A(a; 0; 0), B(0; a2 ; 0),C(0; 0; c), м(;#-; = > 
J2'2 
a a 2 A. 


D(a; aJ2; 0), G| 5; ———;— |, E(0; 0; хь) 
g pes 





Do đó : EG = =. т 24 АМ = жеты 
13-3 J2'2 


М AM LEGe> EG.AM-0 `. 


a^ a^. efc 
> ——+— ран? 1-0 











3 9 248 
€» Xp = 4 = Е| буо; > ОЕ = iie 
3 3 3 
V Dễ thấy rằng: E - Cổ _ 2 ЗЕЕ. 
CO £€H- 8 CD- 3 
Bo 257, VCAEF _ CA.CE.CF £. + — VcEMF _ CE.CM.CF = 2 
Vcaop ÂCA.COCD 9' Vcogp ÂCO.CBCD 9 
и йр у“ 
5 x V = — - — = — 
uy ra - CAEF 73 75 9 
TEE, яа LA 
CEMF 9 9 9 
=> Vị = — UE, 2 2 
З Vy 2 


0/ Phương trình mặt phẳng (АЕМ) là : 2cx - cV2y + 6az — 2ac = 0 


Do đó: d(C, (Р)) = 10 - 0 + вас - 2ae] = uo AE 
J4c? * 2c? + 36a? 46c? + 86a? 
Bài 456 (ĐẠI HỌC XÂY DỰNG VÀ ĐẠI HỌC LUẬT HÀ NỘI - 2000) 


Cho lăng trụ đều ABC.A'B'C' có chiều cao bằng h và hai đường thẳng AB', BC vuông góc 
tới nhau. Tính thể tích lăng trụ đó. 













Giải 
Đặt AB = BC = CA = a >0. Ta sẽ tính a theo h. 
Xét hệ truc tọa độ Axyz nhu hinh vé. 
Ta dễ thấy rằng : 
A(0; 0; 0),B(0; a; E 


, 


A(0;0;h)  B(0:a;h) С Ex 
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а 


Do đó : АВ’ = (0; а; h), ВС' = | ——;——;h 
2 2 


L-— ‚энд с 2 
Theo giả thiết : АВ' LBC’ ©AB'.BC' =0eœ--—+hể zuo sx о 


a^ УЗ - h” 8 => VaAncApc = ћ.Әлавс = h`v5 
4 2 ч | ad, ' 
Bài 457 (ĐẠI HỌC HUẾ - 2000) 

Cho tứ diện OABC với OA, OB, ОС từng đôi một vuông góc và OA = a, OB = 2а, OC = За 
(a > 0). 











= ĐAABC = 


a/ Tính SAABc- b/ Tính d[O, (ABC)]. 
Giải 

Chọn hệ trục tọa độ Oxyz như hinh vẽ. ^ 

Ta có : A(a; 0; 0), В(0; 2а; 0)  C(0; 0; За). С 

Khi đó : 


— — 2 
УБ 90252 SILAB, ACI| = са (дуд 


e Phuong trình mặt phẳng (ABC) là : B 
LCS Ё а] €» бх + Зу + 2z — ба = 0 A 
a £: да 
6a = 6a 

JG v8 1. 
Bài 458 (HOC VIÊN QUÂN Y HÀ NỘI - 2000) 

Cho hình chóp SABC có đáy ABC là tam giác vuông tai A: Canh SB 1 (ABC). Qua B kẻ BH 1| 
SA, BK L- SC. Chứng minh rằng : SC 1 (ВНК) và từ đó tính diện tích Samx biết BC = a9, 
АС = а, SB = ax2 (а > 0). 


= d[O, (ABC)] = 





Giải 
Chọn hệ tọa độ Đề các Axyz như hình vẽ. 
(Ax = AB, Ay = AC, Az 1 (ABC)) 
Tính toán ta dugc : A(0; 0; 0), 


B (a42; 0;0) , C(0; a; 0), S(a42;0; a2), 


не). (seio 





Lúc này : 
HK - s = 2a củ 
10 ”5 ° 10 "as es 1.2 ¿$ 
HK. SC ча -2.2-2) -0 
еа). „. i pad: 
— 2 J2 BH 4 HK = a^42. a? а242 
вн -[-®47,о,54®) POR Б. 


356 





HK 1 SC (Để ý đãcó BK 1 SC) 


-— 
URP =s|BHa HK| =——a? 


245 
SC 1 (ВНК) 


Vậy г 1 2 
5 =—a.. 
ABHK 2 Б 


Bài 459 
Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N, Р lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, CB, AD và G là 
trọng tâm ABCD. Chứng minh rằng MG và NP là hai đường thẳng chéo nhau. 






Giải A 

ÀB-a M P 
Dàt : AC-b B D 

AD=e 

N 
` — 1 —> — — 
Khi đó: «e АС =—(a+b+ с) 
3 С 


š MG = AG - AM = —(a + b+ с) -са-=(-а+ 2b«2c) 


mx Xe. ndis brO 
2 2 2 
—— 2o 
e MN-—b 
2 


Giả st MG, PN và MN đồng phẳng, khi đó : 
a P 


——=+—=-=0 
Sa 


Ja, B < R: MN =ơ.MG +B.PN = +—= 


1 
5 = Hệ này vô nghiệm. 
= 0 


Mi ©2 | Q 
is М o 


> MG, PN và MN không đồng phẳng. 
=> MG, PN là hai đường tháng chéo nhau. 


Bài 460 


Cho tứ diện ABCD có AB, AC, AD đôi một vuông góc và AB = AC = AD = 1. Gọi E, F, G, H, I, 
К lần lượt là trung điểm các canh AB, CD, AC, BD, AD, BC và M, N, P, Q lân lượt là trọng tâm 
tủa các mặt (ABC), (ACD), (ADB), (BCD). 


Chứng minh rằng các đường thẳng EF, GH, IK, AQ, BN, CP, DM đồng quy tại một điểm T. 
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Giải 
Chọn hệ trục tọa độ Oxyz như hình vẽ. Khi đó : 


Е| 0; о) но i. >) a(o t о) d: 0; 
2 2.2 2 2 





Do dó : EF - (7: t 5), сн -[7: 25, z) 
2. 4-3 7 2 2 
Suy ra : 
ге 
t2 -# 
ì Д ЕЕ à = — = — 
e Phuong trinh của là T: 1 T 
2 "ex 
1 
Phuon dde Xon t. 
g tri ü == A ET 
2 2 2 
=> EF = GH = rev 
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• Đường tháng IK đi qua І và nhận ІК = 
phuong trinh là : 
1 
AE nd aD 
Po E = T e ІК 
2. 2 2 





=т=т >TeBN 
== 

e Phương trình CP là : + = 7—5 = о Те CP 
3 3 

. Phương trình DM la : Ž = У = 2—7 = T e DM 
s 3 


| 1 
Nhu váy : EF, GH, IK, BN, CP, DM dóng quy tai т 


Bài 461 
Cho tứ điện ABCD. Gọi Р, Q theo thứ tự là trung điểm của các cạnh AB và CD. Hai điểm R 


4'4 





29 


'4 


z : (o. 0; — 
2 


) 


E 1 
—; —; —— | làm vectơ chỉ phương nén có 
Ë 2 j 4 š 


S lần lượt lấy trên các canh AC và BD sao cho AR = k.AC, BS =k.BD (k > 0). 
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Chúng minh ràng : P, Q, R, S nằm trên cùng một mặt phẳng. 





Giải 
Ta có : PQ - 2 (PC + PD) = -(AC - AP + BD - BP) 


= liAC + BD) - (AP + ВР) „кд + BS) E 
2 еу се 9L 
б р 
1 › -—› —— — B 
=——(AP + PR + BP + PS) Q 
2k 
- [(AP + BP)+ (PR + PS)! 
C SD 


—> 


-L (РВ + PS) 
2k 


= PQ = е2 РЕ + = PS = P, Q, R, S đồng phẳng — (dpcm). 
2k 2k 
Bài 462 
Cho ABCD là một tứ diện có định, có mặt cầu ngoại tiếp (O). Xét điểm M thay đổi nằm 
trong tứ diện ABCD. Các tia AM, BM, CM, DM lần lượt cắt mặt cầu ngoại tiếp (O) tại P, Q, R, S. 
Gọi бү, G2, Сз, G4 lần lượt là trọng tâm của các tam giác BCD, CDA, DAB, ABC. Trên các tia 
PG;, ӨС», КСз, SG, lần lượt lấy các điểm U, V, Z, T sao cho 2PU = ЗРС,, 29У = 3QG;, 


2RZ = 3RG;, 2ST = 3SG,. Chứng minh rằng mặt cầu đi qua các điểm U, V, Z, T luôn luôn di 
qua một điểm cố định. 









Giải 


+ Theo giả thiết, ta có: 2PU =3PG, © 20U-20P = 306, - 30P 
e 20U + OP = 300; = OB + OC + OD 
e 20U + OP + OA = ОА + OB + OC + OD. 

+ Gọi I; là trung điểm tai AP, ta có: OP + OA =2 Ol và Ol: 1 Mi. 

Đặt 2OH = OA + OB + OC + OD (> H cố định). Khi đó : 
20U «2 OI; = 20H e OU + OI; = OH e Ol; = UH. 
* Goi N là diém sao cho HN = MO, ta có : 
Ml; = MO+ Ol; = HN + UH = UN 


Từ Ol; = UH, MI = UN và Oli 1 МІ, ta có UH L UN 
= О thuộc mặt cầu có đường kính HN. 
+ Tương tự, gọi lạ, lạ, L, lần lượt là trung điểm các đoạn BQ, CR, DS, ta cũng có : 


OI = VH, Ola = ZH, OI, = TH và VH 1 VN, ZH L ZN, TH 1 TN 
+ Suy ra mặt cầu đi qua các điểm U, У, Z, T có đường kính HN = (dpcm). 
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Bài 463 
Cho tứ diện OABC có OA, OB, OC vuông góc đôi một. Gọi M, N, P lân lượt là trung điểm các | 
canh AB, BC, CA. 


Кес xước 
06t -OA* ОВ? 
Giài 
Xét trong hé truc toa dó vuóng góc Oxyz sao cho A, B, C 
có tọa độ là : 
A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c) 
(với a = OA, b = OB, c = OC) 


Khi đó : M[S: < о), м[0:5:2),р(3:0:5) 
2 2 CAE 2 2 


Suy ra : 


Chüng minh ráng : Néu (OMN) 1 (OMP) thi 








i > — — b b 
° Уесіс pháp tuyến của (OMN) là : ni = ОМ A ON = |-2:1- 2) 
a с 


° Vecto pháp tuyến của (OMP) là : n2 = ОМ A ОР - 8-2; -2] 
c 
Vì vậy: (OMN) L (OMP)< nı і n2 «€» ni.n2 = O 
b a ab ab b a 1 icu 
-0ce — € —+—. 
a b c? c? a b c? a? b? 





Cho góc tam dién vuóng Oxyz. A, B, C lán lugt là các diém di dóng trén Ox, Oy, Oz sao cho 


1 
RES + E E = — — . Chứng minh rằng (ABC) luôn luón di qua mót diém có dinh. 
OA OB OC 1009. 






Giài 
Chọn hệ truc toa độ vuông góc Oxyz (nhu hinh vẽ) sao cho * 


A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c) 
(với OA = a, OB = b, OC = c). 
Khi đó phương trinh mặt phẳng (ABC) là : 
EJ 
a b c 
Hon nüa == + ` + : = ке (do giả thiết) 
a b c 2009 
=> M(2009; 2009; 2009) є mp (ABC) 
=> Мр (ABC) luôn luôn di qua điểm có dinh M(2009; 2009; 2009). 
Bài 465 
Từ một điểm S nằm bên trong một mặt câu cho trước ta dung ba đường tháng x'Sx, y Sy, 
252 vuông góc nhau từng đôi một. Đường thẳng x'Sx cắt mặt cầu tai А, A'; đường tháng y Sy cát 
mặt cầu tại B, В; đường thẳng z'Sz cát mặt câu tai C, C. Gọi G là trọng tâm AABC. Chứng | 
minh rằng : SG 1 (ABC). 





x 
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Giải B 


Vì G là trọng tâm AABC nên : а 
e SG - «(SA + SB + SC) 3 


3 (Ж) 
Hơn nữa : 
— —> > ——> -> — — — A' 
ЗА .5В' = SB.SA'- SC .SB' = SC .SA' = 0 С" 
(vì x' Sx, y Sy, z'Sz vuông góc nhau từng đôi một) p' 


SA .SA' - SB .SB' (tính chất phương tích của đường tròn) 


2 3SG.A'B'-(SA« SB + SCXSB'-SA) =0 > SG AB 
Chứng minh tương tự : SG Ì BC 
Vậy: SG 1 (ABC). 
Bài 466 
Cho AABC vuông góc ở A. Tìm quỹ tích các điểm M trong không gian thỏa mãn: 


МВ? + МС? < MA”. 





Giải 
Chọn hé trục tọa độ Dé các Oxyz sao cho A = O, B(b; 
0; 0), C(0; с; 0) (với AB = b > 0, АС = c > 0). 
Khi dó M(x; y; z) thỏa : 
MB” + MC” < MA? 


o (x — b)° + y? + z2 + х? + (y — с)? + 22 < х2 + у? + 22 





x=b 
e (х) + (у – e° + 22 < 0 © y-c e М; c; 0) 
2290 


Vậy quy tích chỉ có một điểm duy nhất M(b; c; 0). 
Bài 467 
Cho góc tam dién vuóng Oxyz có A, B, C lán lugt là các diém di dóng trén Ox, Oy, Oz sao 
cho OA + OB + OC = 1000. Tim quỹ tích tâm hinh cầu ngoại tiếp tứ diện OABC. 


Giải 









Xét hệ trục tọa độ Đề các Oxyz. 
Với A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; c) (a, b, c > 0). 
Khi đó: a + b + c = 2010 và phương trình các mặt phẳng trung trực (H;), (Hə), (Hạ) của 
tác đoạn tháng OA, OB, OC theo thứ tự là : 
a 
X= —, 
2 


у= 1,578 


t> | с 
vloa 
a 
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= Tâm hình cầu ngoại tiếp tứ điện OABC là giao điểm của Z 
(H4), (H5) và (Hạ) nên có tọa độ là : 





a 

x = — 

2 

b 

14у =— 

i 2 

C 

2 = — 

2 

a+b+c y 2 

=> x +y +z = ———— = 500 xe ot —— : —— 
2 500 500 ˆ 500 ˆ 


Đây là phương trinh mặt phẳng đoạn chắn (P, Q, R) với P(500; 0; 0) 
Q(0; 500; 0), R(0; 0; 500). 

= Quỹ tích I là APQR phần "chấm chấm" nằm trong APQR (kể cả các cạnh tam giác). 
Bài 468 
Trong không gian cho hai đường tháng (a) và (b) chéo nhau. M và N là hai điểm lần lượt di 





— -> 
động trên (a) và (b). Tìm tập hợp các điểm I sao cho IM = k. IN (k hằng số cho trước, k + 0, ks 
1). | 
Giải 
A cố dinh e (a), B cố dinh e (b) 


` 


Chọn cố định // (a) và b cố định // (b) 
(a, b * 0) 
Chọn tiếp Io có dinh є AB sao cho LA = k. IB 
Vì M e (a), N e (b) nên luôn 3m, n e R 
AM=m.a, BN=n.b 


Khi đó mọi điểm I trong không gian, ta có : 


IM = П, + LA + AM = - lạI +k.I,B+m.a 
IN = II; 4 LB« BN = - I « jB« n.b 
Điểm I thuộc tập hợp cán tim < IM - k. IN 


o -hi +k.IgB+m.a = -k. LI + k.IạB+ kn.b 


mm. 2”- kèu 
„@ + 
l-k k-1 








b ele тр (а) 


e m.a — kn. b - (1- k). LI e LI 


Với (a) là mặt phẳng di qua I; và nhận а, b làm các vecta chỉ phương. 
Vậy : Tập hop các điểm I là mặt phẳng (a) (xác dinh như trên). 
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Bài 469 (ĐẠI HỌC VINH - 2001) 

Cho hình lập phương ABCD.ABŒCT' có cạnh bằng a. Hai điểm M, N chuyển động trên hai 
loạn tháng BD và B'A tương ứng sao cho BM = B'N = t. Gọi a, lần lượt là các góc tạo bởi 
đường thẳng MN với các đường thẳng BD và B'A. 

a/ Tính MN theo a và t. Tìm t để MN đạt giá trị nhỏ nhất. 

b/ Tính a, B khi MN dat giá trị nhỏ nhất. 











~ . 1 
c/ Trong trường hợp tổng quát, chúng minh ràng : cos^a + cos?f = 2 1 






Giải 
Chọn hé trục tọa độ Oxyz sao cho B'(0; 0; 0), B(0; 0; a), A(a; 0; a), Аа; 0; 0) thi từ giả thiết 
suy ra : 


[ia] và N ¡0 5) (0 <t < a2) 
" MS =|0— i-a => MN? = а а, = t? -a2t + a? 


5 MN = Xt? -atV2 «a? = 
а-/2 
==" 





=> min(MN) = d khi t = 


42 


—— 


BD = (a;a;0) = a(1;1;0) 





Ы Ta có : di. | 
B'A = (а; 0;а) = a(1;0; 1) 
t 
_ |BD.MNI MN| ` — MORD 
воми ^ GA cadi 
Khi dó : 





del 


ІВА. MN| ` 
cos] = —————— 
BD.MN 4e - a452t + a? 42 
1 
š coso 6 
аа азат = ү 9-3 = 60. 
2 cosp "e 


_/ Theo câu b, ta сб: 


9 2 
- E = a) 
| 2 t? - at42 1 
cos?a + cos?f = E ders __°-а&/2+а?%_ = ә (dpcm). 


Z(t? - at⁄2 « a?) 2(t? - at42 + a?) 
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Bài 470 (OLYMPIC TOÁN QUỐC TẾ) 





Cho tứ điện trực tâm ABCD. Gọi H và O lần lượt là trực tâm và tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ 

điện. Chứng minh ràng : 
4OH* + АВ? + AC” + АР? + BC” + CD? + DB? = 16R? (với R = OA). 
Giải 


— ә 


Ta có : OA + OB + OC * OD - 2 OH (Ban doc tu chüng minh) 


—> 


Do đó : (OA + OB + OC + OD? = 40H? 


— ——> —> — 


= ОА? + ОВ? + ОС? + OD? + 2 OA . OB + 2 OA . OC + 


—> — — ——> 


+ 20A .OD + 2 OB.. OC + 2 OB . OD + 2 OC. OD = 40H? 
= 4R” + (2R” - AB”) + (2R? — AC?) + (2R? — AD?) + 
+ (2R” — BC”) + (2R” — BD?) + (2R? — CD?) = 40H' 
=> 4OH” + АВ? + AC? + AD? + BC? + BD? + CD? = 16R? 5 (dpcm). 
Bài 471 
Cho hình chóp SABC, С là trọng tâm AABC. Một mặt phẳng (P) cắt SA, SB, SC, SG thứ tu| 


tại A, В, C', С. Chứng minh rằng : s cud 2 28 


HA'SB'. 80 867 





БА a. BB SSC —e 
Đặt: | SA SB SC SG 


—- — — 
— с = 


— s S y; emm — ЕЕ 
SA' SB' SC' SG: 
Ta cán phải chứng minh : x + y + z = 3m 
Та có: SA” =—.a, SB'- 5. b, SC «l.c 
x y Z 


> - - —> > — Е; 


SG' = ‚8С PTT dn SB + SC)= a sar ga с) 
m 3m 


1 
m 


(vi G là trong tâm AABC nën ta có : SA + SB + SC = 3 SG) 


VìA,B,C,G' đồng phẳng nên За, В, ye К: а +ƒ+y =1 
và SG' = a.SA' 4 p. SB'+ Y. SC' 


1 > -> — — 
< gps e) pré 2: Ь+1. е 
3m X 


y Z 
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Q 
N|- «< | x|g 
I 
Е 
G2 
B 


VWơ+j+y=1l= — OS Mem => x+y+z=3m >= (đpcm). 


3m 3m 3m 


Bài 472 
Cho hình lập phương ABCD.A'BCTD' cạnh a (a > 0). Trên BD và AD' lấy lần lượt các điểm 


M, N sao cho DM = AN =x(0<x< a42) . Tim x dé MN ngán nhát. 










Giải 
Chọn hệ trục tọa độ Để các vuông góc Axyz lần lượt 
chứa AB, AD, AA' (chiều dung các trục nhu hình vẽ). 
Ta có : A(0; 0; 0), B(a; 0; 0), D(0; a; 0), 
А'(0; 0; a), 00; a; a). 


E Mm E Jl Nh 


> MN?’ = x (акаў 2X 
2 2 





= 9 - 242ax + a? z f(x) 


(х) = 6x - 242a = о „~ 2A 


Bảng biến thiên : 





Vậy : MN, = "S khi x = 
3 
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Phụ lục: TOÁN ÔN TẬP - TỰ LUYỆN - ĐỀ THI DAI HOC CAO ĐẲNG 


A. ĐỀ THI ĐẠI HỌC CAO ĐĂNG 
Bài 473 (Thi tuyển sinh Dai hoc khối A — A, — 2012) 

Cho hinh chóp S.ABC có đáy là tam giác đều canh a. Hình chiếu vuông góc của S trên mặt 
phẳng (ABC) là điểm H thuộc cạnh AB sao cho HA = 2HB. Góc giữa đường thẳng SC và mặt 
phẳng (ABC) bằng 60”. Tính thể tích của khối chóp S.ABC và tính khoảng cách giữa hai 
đường thẳng SA và BC theo a. 







Giải 
e Từ giả thiết ta có thể tích hình chóp S.ABC bằng V = 2 SH.at(ABO), trong đó diện tích 


2 
tam giác đều ABC cạnh a bằng: dt(ABC) = zz S 





Góc SCH - 60? là góc giữa SC 
và mặt phẳng (ABC) nên tam 
giác SHC là nửa tam giác đều, 


có ÍSÒ = 30? > HC = 25C 


vì M là trung điểm AB nên 
CM vuông góc với AB 
= HC” = CM” + MH? 


qx cH NO an t tus D 
2 2 3 6 C 
2 š 3 
— HC? - ауз 12] _ 28а. DET 
2 6) ` 36 3 
сас сане 2/7 





З 





2 
Do đó SH? = SC? - НС? = r3 - SH = 321 


A 1 a'J3 aV21 a?*J/7 
Vậy У = =. : = ° 
з 4 3 12 
• Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng SA và BC 
Dựng hình thoi CBAD. Gọi K là hình chiếu vuông góc của điểm H trên đường thẳng AD 
và I là hình chiếu vuông góc của điểm H trên đường thẳng SK. 
Ta có SH L (ABC) = SH 1 AD, mà HK 1 AD = AD 1 (SHK) > (SAK) L (SHK), hai mặt 
phẳng này cắt nhau theo giao tuyến SK, mà HI 1 SK — HI 1 SA. 
Mặt khác AD 1 (SHK), BC song song với AD nên BC 1 (SHK) = BC 1 HI. 
HK kéo dài cắt BC tại P, trong tam giác SPK vẽ PQ song song với HI, Q thuộc cạnh SK 
thì PQ chính là độ dài đường vuông góc chung của hai đường thẳng SA và BC. Tức là 
khoảng cách của hai đường thẳng SA và BC. 
: Ә.Е. ЗНІ 
Xét tam giác KPQ: QP KP 3 = QP = 2 


Dé tính HI, ta xét tam giác vuông SHK, đường cao HI 
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FN ==. 
HP HS' HK? 
HK 2 














2 
Ta в р-з = НК ЕР 3. а-л = НК? = — 
E 2 
НЕ o  HE'USHS'- апте. Та? 
нге 8⁄42 _ ор ау 
12 8 
Vậy khoảng cách giữa hai đường thẳng SA và BC bằng 2 > 


Bài 474 (Thi tuyển sinh Đại học khối B — 2012) 


Cho hinh chóp tam giác đều S.ABC với SA = 2a, AB = а. Gọi H là hình chiếu vuông góc 
tủa A trên cạnh SC. Chứng minh SC vuông góc với mặt phẳng (ABH). Tính thể tích khối 
thóp S.ABH theo a. 





Giải 


* Gọi O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác đều ABC, suy ra SO 1 (ABC), D là trung 
điểm của cạnh AB CD L AB, SD L AB. Nối BH vì các mặt bên của hình chóp đều là 
các tam giác cân bằng nhau, suy ra АН = BH, BH 1 SC > SC 1 (ABH). 

* Trong tam giác vuông SDB ta có: SD? = SB? - DB? 

















2 à S 
80° = (2а)? - (3Ì = 158° _ бр avis 
2 4 2 
Diện tích tam giác SAB bàng: 
: | H 
dt(SAB) = > SD.AB 4 x 
Ta có dt(SAB) = di(SAC) = > 1 AH.SC A 2 
а? 
¬ АН = 2215 кы D 
4a 4 
Trong tam giác vuông SHA ta có SH = ed AH? B 
Н? = (2a)?_ 198 _ 49a” _ сн _ 7a 
16: 16 T 


Vs Anh _ ӘН _ fa 4 


Áp d óng thú - 
D EU TOL Me ia AUS 


7 
Vs ABH = 8 Vs ABC 


Ta có Va Apc = s SO.dt(ABO) với SO? = SD? — Ор? 

















А adis] 1 av3Ì 15a? а? 44a? a 33 
SO" = — = —— - — = SO = 
2 - "e: 4 12 12 3 
v... 18499 aw xii 
БАЧ паа 12 
V Lad a^ J11 " 7a^J11 
S.ABH = 8 12 96 . 
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Bài 475 (Thi tuyển sinh Đại học khối D — 2019) 


Cho hình hộp đứng ABCD.A'B'C'D' có đáy là hình vuông, tam giác A'AC vuông cân, A'C =a. 
Tính thé tích khói tứ điện ABB'C' và khoảng cách từ điểm А đến mặt phẳng (BCD') theo a. 


+ 


Giải 
* Tính khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (BCD') D' c 


Ta có A'D' // BC nên mp(BCD') cũng chính là mp(A'BCD') 
Vì A'A 1 (ABCD) = BC 1 A'A. Vi ABCD là 5, 


hình vuông nên ВС 1 AB. Suy ra ВС 1 


Ë 
(ABB'A') = mp(ABCD') L (ABB'A' và cát C 
nhau theo giao tuyến A'B. 
Trong tam giác vuông A'AB, vẽ đường cao AH 


thì suy ra AH 1 (ABCD') = AH chính là 
khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (BCD') 


Xét tam giác vuông A'AB, đường cao AH nén m S RS Ar 
AH? AA? AB 





At: À 
Tam giác A'AC vuông cân tai A > A'A = АС = 2 -4 
| V2 v2. 
ABCD là hình vuông nên AC = AB V2 > AB = T 
> A'A = AC = -— vàAB-=ĉ 
X2 2 
1 r Ta -. 6 a 
Е = — + — = — => АН = — 
АН" а? a^ а? Je 
^ E ` „2? -— š ` av6 
Vậy khoảng cách từ điểm A đến (BCD') bằng AH = cr 


e Thé tích khối tứ điện ABB'C' Í 
Xem tứ diện ABB'C' là hinh chóp tam giác dinh A, dáy BB'C' 
Ta có Vance > AB.dUBBƠ) 


= 


|= 


a 


a- 
ә 9 





Ta có AB = Š —, dt(BB'C') = ; BB.BC = 


"Ic 





Bài 476 (Thi tuyển sinh Cao dáng khói A, A,, B, D — 2012) 


Cho khói chóp S.ABC có dáy ABC là tam giác vuông cân tai A, AB =a v2, SA = SB = Sc. | 
Góc giữa đường thẳng SA và mặt phẳng (ABC) bằng 600. Tính thể tích khối chóp S.ABC và. 
bán kính mát cáu ngoai tiép hinh chóp S.ABC theo a. 

Giải 

Gọi O là hình chiếu của điểm S trên mặt phẳng (ABC) 

Vì SA = SB = SC OA = OB = OC > O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC, mà 

tam giác ABC vuông cân tại A = O là trung điểm của cạnh huyền BC. 


Ta có SO 1 (ABC) = SAO = 60” là góc giữa cạnh bên SA và mặt phẳng (ABC). 
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è Thể tích hình chóp S.ABC: Vs anc = S SO dt ABO) 


dt(ABC) = > АВАС xx 


Trong tam giác vuông SOA, SO = AOtan60? 
Vói AO - ; BC = А > SO =a V3 


Vậy У двс = *av3.a? = ауз 
З З 
• Bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC A 
Gọi I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC 
> ІА = IB = ІС 2 I thuộc đường tháng SO > I nằm trong mặt phẳng (SBC) 
Mặt khác IS = IB = IC = I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác SBC. 


cg Ie но 


Xét tam giác vuông SOA: SO = SA.sin60° = = SA = 2a 


AS аста аа S aea ERE 
Do đó bán kính đường tròn ngoại tiếp. 


IS ID „1= . 2a  2aJ3 
2sin60 3 


Vậy bán kính mặt câu ngoai tiếp hinh chóp S.ABC bằng - ; 
Bài 477 (Thi tuyển sinh Đại học khói A — 2011) 

Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B, AB = BC = 9a; hai mặt 
phẳng (SAB) và (SAC) cùng vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi M là trung điểm của AB. 
Mặt phẳng qua SM và song song với BC, cắt AC tại N. Cho biết góc giữa hai mặt phẳng 
(SBC) và (ABC) bằng 60°. | 

Tính thé tích khối chóp S.BCNM và khoáng cách giữa hai đường tháng AB và SN theo a. 


Giải 
Ta có hai mặt phẳng (SAB) và (SAC) cùng vuông góc với mặt đáy (ABC) nên giao tuyến 
SA L (АВС) = SA L (BCNM)' 
Ta có SA 1 (ABC), CB 1 BA = CB 1 SB 
= góc SBA là góc giữa hai mặt phẳng (SBC) và (ABC). 


Ta có SBC = 60° 


Hình chóp S.BCNM có đường cao SA nên thể tích: V = S SAdt(BCNM) 














Xét tam giác vuông SAB, SA = AB.tan60? = 2a /3 
Mặt phẳng di qua SM và song song với BC nên cắt 
đáy (ABC) theo giao tuyến MN // BC = N là trung 
điểm của AC = MN = E = MN = а. 
(BC + MN)BM _ 3a? 

2 2 


2 
$i Vin Spa J3. = a*J3 


* Xác định khoáng cách giữa hai đường tháng AB và SN 


Ta có dt(BCNM) = 
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Vẽ đường thẳng A đi qua N và song song với AB, gọi D là hình chiếu của A trên A, gọi H 
là hình chiếu của A trên SD. 
Ta có (SAD) 1 (ABC), hai mặt phẳng này cắt nhau theo giao tuyến AD, mà ND 1 AD | 
=> ND 1 (SAD) = (SDN) 1 (SAD), hai mặt phẳng này cát nhau theo giao tuyến SD mà 
AH 1 SD = AH 1 (SDN) = AH 1 SN. Mặt khác vì AB // ND, mà ND 1 (SAD) 
= AB 1 (SAD) = АВ 1 AH. Suy ra AH chính là khoảng cách giữa hai đường thẳng 
chéo nhau SN và AB. | 
Xét tam giác vuông SAD, đường cao АН, ta сб: 
Lack [iE MAD S MN, SA 22/3 
AH^ AD' SA' 
үче 4pm 2a V39 
= - = — +—— = — = АН i 
AH* OÁ qšo 19a* 1a. 13 
Bài 478 (Thi tuyển sinh Đại hoc khói B — 2011) 
Cho hinh lăng trụ ABCD.A;B¡C¡D; có đáy ABCD là hinh chữ nhật, AB = a, AD = а 3. 
Hình chiếu vuông góc của điểm A, trên mặt phẳng (ABCD) trùng với giao điểm của AC và BD. 
Góc giữa hai mặt phẳng (ADD;A;) và (ABCD) bằng 60°. Tính thé tích khói lăng trụ đã cho 
và khoảng cách từ điểm B, đến mặt phẳng (A;BD) theo a. 
Giải A 
° Gọi O là giao điểm của AC và BD, theo giả thiết ta có A,O 1 (ABCD) 
Gọi E là trung điểm AD = OE 1 AD và A;E 1 AD 
= góc АЕО là góc giữa hai mặt phẳng (ADD;A;) và 
(ABCD), do đó K EO = 60°. 
Gọi V là thé tích khối lăng trụ đã cho, ta có 
V = A,O.dt( ABCD) 
Ta có dt(ABCD) = AB.AD = a? /3 
Xét tam giác vuóng efe 
š | 
A10 = OE.tan60°= Ê spem у= = ND 
• Tứ giác A,B,CD là hinh ^. hành = В,С // А,р = BC // (A4,BD) = khoáng cách từ 
điểm B, tới mặt phẳng (A,BD) bằng khoảng cách từ diém С tới mặt phẳng (A,BD) 
Ta сб АО L (ABCD) > (А,В) L (ABCD), hai mặt phẳng này cát nhau theo giao tuyến 
BD, do đó nếu vé CH 1 BD thì CH 1 (A,BD) до đó độ dài CH chính bằng khoảng cách từ 
điểm B, tới mặt phẳng (A,BD). 


Xét tam giác vuông BCD, đường cao CH: 























< oi 
CH? CB' CD 
CDCB aav3 a3 

2 


VCB’ +CD? а? + 3а? 
=: 


Vậy khoảng cách từ điểm B, đến mặt phẳng (A¡BD) bằng —— 


= CH = 


Bài 479 (Thi tuyển sinh Đại hoc khối D — 2011) 
Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác vuông tại B, AB = 3a, BC = 4a. Mặt phẳng 


(SBC) vuông góc với mặt phẳng (ABC). Cho biết SB = 2а /3 và ẾBỀ = 60°. Tính thé tích 
khối chóp S.ABC và khoảng cách từ điểm B đến mặt phẳng (SAC) theo a. 
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Giải 
Gọi H là hình chiếu của S trên BC. Bởi vì (SBC) 
1 (ABC), hai mặt phẳng này cát nhau theo giao 
tuyến BC, nên SH 1 (ABC) 
Gọi V là thể tích khối chóp S.ABC, ta có 


vẽ S SH4v(ABO) 


B 
dt(ABC) = > BA.BC = > -3a.4a = ба? С 


xét tam giác vuông SHB: SH = SB.sin30? = 2a Уз. = av3 


=> V = 2 aV3.64' = 2a*J3 


Gọi d là khoảng cách từ điểm B đến mặt phẳng (SAC) 
Ta có thể tích V của hình chóp S.ABC có thể được tính bằng 
1 3V 
V = -d.dt(SAC) = d = Thờ 
Để tính diện tích tam giác SAC ta tính các cạnh của nó 
Ta có AC? = AB? + BC? = 9a? + 16a? = 25a? = AC = 5a 
Ta có SH 1 (ABC), АВ 1 ВС > AB 1 SB 
Xét tam giác vuông SAB: SA? = SB? + AB? = 91a? > SA = a V21 
Xét tam giác vuông SHC: SC? = SH? + НО? SH = а V3 
ВН? = SB? - SH? = 9a? > ВН = За > HC =a 
= SC? = За? + а? = 4a? > SC = 2a 
Ta có: АС = 5a, SC = 2a, SA = а V21 > AC? = SA? + SC? 





= tam giác SAC vuông tại S > dt(SAC) = 2 SASC = a? V21 





3 
> khoång cách d = ба? V3 _ бау? 
ato 7 


Bài 480 (Thi tuyén sinh Cao dáng khói A — B — D nám 2011) 

Cho hinh chóp S.ABC có dáy ABC là tam giác vuóng cán tai B, AB - a, SA vuóng góc vói 
mặt phẳng (ABC). Góc giữa hai mát phán (SBC) và (ABC) bằng 300. Gọi M là trung diém cüa 
8C. Tính thé tích khói chóp S.ABM theo a. 







Giai 


Ta có SA L (ABC), BC L AB => BC L SB 
Do đó góc SBA là góc giữa hai mặt phẳng (ABC) và (SBC) S 


Ta có SBA = 30^ . Xét tam giác vuông SAB, SA = AB.tan30? 


Ta có BC 1 SA, BC 1 BA = BC 1 (SAB). 
Gọi H là trung điểm của SB = MH / BC = MH 1 (SAB) ` 
= nếu gọi thể tích khối chóp S.ABM là V thì A C 


Va = MH.dt(SAB) 


371 














Bài 481 (Thi tuyển sinh Đại học khối A — 2010) 
Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông canh a. Gọi M và N lån lượt là trung 
điểm của các cạnh AB và AD, H là giao điểm của CN và DM. Biết SH vuông góc với mặt 
phẳng (ABCD) và SH = a3. Tính thể tích khối chóp S.CDNM và khoảng cách giữa hai 
đường thẳng DM và SC theo a. 










э. 


Giải 
e Gọi V là thể tích khối chóp S.CDNM, ta có 
у= S SH.at(CDNM) 
dt(CDNM) = dt(ABCD) — dt(MAN) — dt(BMC) 


=a?— LAM.AN - 1 MB.BC 
2 2 





< ба? 
24 
• Та có các tam giác MAN và NDC bằng nhau theo trường hợp c.g.c 
= DM 1 CN, mà DM L SH > DM L (SCN) 
e Trong tam giác SHC, vẽ đường cao HK, ta có DM L HK 
Do đó HK chính là đường vuông góc chung của hai đường tháng DM và SC. 
Xét tam giác vuóng SHC, ta có ж-ы Бие = HK = EET 
ПК” HC HS НС? + H8? 
e Xét tam giác vuông CDN, đường cao DH, ta có CD? = CH.CN 


ау 
2 





1 Ba? 
= V = ¬— 6Ø 3.— 
3 Уз 8 


2 2 
CN? = CD? + DN? = a? + еа = СМ = 


4 
Do đó CH = a^; 2V5 _ 2aV5 2aV5T. 
2 5 19 
Bài 482 (Thi tuyển sinh Đại học khối B — 2010) 
Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' có AB = a góc giữa hai mặt phẳng (A'BC) và | 
(ABC) bằng 60°. Gọi G là trọng tâm của tam giác A'BC. Tính thể tích khói lăng trụ đã cho và 
tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện GABC theo a. 


Giải 
• Gọi H là trung điểm của ВС = AH 1 BC và A'H 1 BC = góc giữa hai mặt phẳng (A'BC) 
và (ABC) là góc Á'HÀ. Theo giả thiết АНА = 600. 
Gọi V là thể tích khối lăng trụ ABC.A'B'C' ta có V = A'A.dt(ABC) 


a? V3 
4 


= HK = 













dt( ABC) = 
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Xét tam giác vuông A'AH, A'A = AH.tan60? 





2 3 
Với AH = cả 5 AA E EIN CS _ За a'V3 _ За?/3 
2 2 2` 4 8 
A' | 
С’ "3597, 
G 
A H I A 
C O 


H 


• Xác dinh tâm mặt cầu S tiếp tứ dien GABC 
Gọi I là tâm đường tròn ngoai tiếp tam giác đều ABC, ta có IA = IB - IC và I cũng là 
trong tâm của tam giác ABC > I thuộc trung tuyến AH. 
Xét tam giác A'AH, ta có ЖЫ. E МЛ = GI // A'A 
HA 3 HA' 
Mà A'A 1 (ABC) = GI 1 (ABC) = GA = GB = GC 
Trong mặt phẳng (A'AH) vẽ trung trực của đoạn thẳng AG, trung trực này cắt đường 
tháng GI tại О = OG = OA, ОА = OB = OC 
Do đó OA = OB = OC = OG, vậy O là tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ điện GABC. Gọi M 








2 
là trung điểm GA, tứ giác AMIO nội tiếp do đó GM.GA = GLGO > GO = SALGA š CA 
2 2 
QO¿ GP +1А° ісі 2 IAs ÊHA лд: 
2GI 2 3 3 
Do đó GO = 2 
12 


Kết luận: bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ điện GABC bàng A 


Bài 483 (Thi tuyển sinh Đại hoc khói D — 2010) 
Cho hinh chóp S.ABCD có dáy ABCD là hinh vuóng canh a. Canh bén SA - a, hinh chiéu 


vuông góc của đỉnh S trên mặt phẳng (ABCD) là điểm H thuộc canh AC. Cho AH = 20. 


Gọi СМ là đường cao của tam giác SAC. Chứng minh М là trung điểm của SA và tính thể 
tích khối tứ điện SMBC theo a. 









Giải 5 
Hình vuông ABCD cạnh là a, do đó đường chéo AC = a V2 
=> AH = 2e . Xét tam giác vuóng SHA: SH? - SA? - AH? E 
2 
2 
— SH? = a? — E3 -a => SH = i 


Xét tam giác vuóng SHC: А 


SC? = SH? + НС? = 











2 
14а F 18а? _ 32а? M E а\/2 
16 16 16 
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Xét tam giác SAC có SC = AC = а V2 > tam giác SAC cân tại C. 
Đường cao CM cũng là trung tuyến, nên M là trung điểm của SA 
Ta có thể tích của tứ điện SMBC được tính 


Узмвс = VsABC — УмАВС 











1 1 a/14 a? a*J14 
V. = —SH.dt(ABOC) = — .— = 
Tod сайыс ыр: sò ý t 
Trong tam giác SHA, vẽ MK song song với SH = MK = T k = 


Bởi vì SH 1 (ABC) > MK 1 (ABC), do đó 
Mode 5 MK-dt(ABC) = Н p 


а?Л4 a14 sửa 
d ` 48 48 ` 
Bài 484 (Thi tuyển sinh Cao đẳng khối A — B — D năm 2010) 
Cho hinh chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông canh а. Mặt phẳng (SAB) vuông gót 


với mặt phẳng đáy (ABCD). Cho biết SA = SB, góc giữa đường thẳng SC và mặt phẳng đáy 
bằng 45°. А 


Tính thể tích khối chóp S.ABCD theo а. 








a° V14 
48 


. 
2 





Giải 
Gọi H là trung điểm của AB — SH 1 AB, mà (SAB) 1 (ABCD) 
= SH 1 (ABCD) = góc SCH là góc giữa đường thẳng SC và mặt đáy (ABCD) 
Theo giả thiết СЙ = 45° , do đó tam giác SHC vuông cân 
= SH = CH 
Ta có trong tam giác vuóng CBH, 


2 


CH? = CB? + BH? = а? + < 


= HR a аү5 = SH аү5 
ў 2 2 
Gọi V là thể tích khối tứ điện S.ABCD ta có 


1 a 5 2 а? /5 


V = І SH.dt(ABCD) = zoe - C 
3 3. 2 








Bài 485 (Thi tuyển sinh Bai hoc khối A — 2008) 
Cho lăng trụ ABC.A'B'C' có độ dài cạnh bên bằng 2a, đáy ABC là tam giác vuông tai Ad 


AB = a, АС = a V3. Hình chiếu vuông góc của đỉnh А’ trên mặt phẳng (ABC) là trung điểm 


của cạnh BC. Tính theo a thể tích khối chóp A'.ABC và tính cosin của góc giữa hai đường 
tháng AA' và B'C'. 





* э 


Giải 


* Gọi M là trung điểm của canh BC, theo giả thiết AM 1 (ABC) 


Thể tích V của khối chóp A'.ABC: V = s AM.dUABC) 


Xét tam giác vuông A'MA: A'M? = A'A?~ AM? > AM = a V3 





a^ J3 
Tam giác ABC vuóng tai A: dt(ABC) - 2 1 AB. AC = 2 
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3 


1 5,878 ъа а? 
2 

• Để Б cosin của d giữa hai đường tháng 

AA' và BC, ta xét hé toa độ như hình vẽ. Khi 


đó A(0; 0; 0); B(a; 0; 0); C(0; a3; 0) 


nh 


DAT — 








Ey 2. 2 
Đường tháng A'A có vectơ chi phuong 
= (1; v3; 2/3] 
Đường thẳng B'C' song song với BC có vecta chỉ phương b = (-1; V3; 0) 
ab 1 
Gọi a là góc giữa hai đường tháng AA’ và B'C' ta có: cosa = al Ë = 
al. 





Bài 486 (Thi tuyén sinh Dai hoc khói B — 2008) 
Cho hinh chóp S.ABCD, đáy ABCD là hinh vuông có canh bằng 2a. Các canh bên 
ЗА = a, SB = a уЗ. Hình chiếu vuông góc của S trên mặt phẳng (ABCD) thuộc canh AB. 


Gọi M, N lần lượt là trung điểm các cạnh AB và BC 
Tính thé tích khối chóp S.BMDN theo a và cosin của góc giữa hai đường thẳng SM và DN. 
Giải 
e Gọi H là hình chiếu của điểm S trên canh AB, suy ra SH 1 (ABCD) 
Do đó SH là đường cao của hình chóp S.BMDN vẽ từ đỉnh S xuống mặt phẳng đáy 
(BMDN) 


Thể tích của khối chóp S.BMDN được tính: V = = SH.d(BMDN) 








Xét tam giác ASB có: AB = 2a; SB = a3; SA = a do đó AB? = SB? + SA? = tam giác 


ASB vuông tai S, có trung tuyến SM = A = a > AS = SM = MA = a, do đó tam giác 


ASM là tam giác déu — SH - se 
Mặt khác, vi M là trung điểm của canh AB, N là trung điểm của canh BC nên dt(BMDN) 


: > dUABCD) - 2a? 
3 
Vậy V = 1 ауз „а?у S 
3 2 3 


* Dé tính cosin của góc giữa hai đường tháng SM và DN, ta vé ME // DN 
E thuộc canh AD. Gọi a là góc giữa 2 đường tháng SM và DN 


Ta có œ = SME. Ta có SH 1 (ABCD), DA 1 AB, suy ra DA 1 SA. 
Xét tam giác vuóng SAE: 





SE? = SA? + AE? AE - CN -8 2 A 
2 2 S 
cR aat. Са. gg. Võ e 
4 “4 2 “es 
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2 
Xét tam giác vuông AME: ME? = AM? + AE? - = — ME > av5 





2 
a 
| ! 2 5 
= Tam giác SME cân tai E = cosa = =— 
aj5 5 
2 


Vậy: cosa = 2 : 


Bài 487 (Thi tuyén sinh Bai hoc khói D — 2008) 
Cho lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có dó dài cạnh bên bàng a2, đáy ABC là tam giác có 
AB = ВС = a, AC = aN2. Gọi M là trung điểm của BC. Tính theo a thể tích khối lăng trụ 
ABC.A'B'C' và khoảng cách giữa hai đường tháng B'C và AM. 
Giải 
e Xét tam giác ABC có: AC? = 2a? = AB? + BC” suy ra ta giác ABC vuông tại B 


2 


> duABO) = > AB.BC =- В А 


7 
Thể tích khối lăng trụ ABC.A'B'C' bằng F- t dei 
a’ 2 


2 
V = AA'.dt(ABC) = a Уз. = 














2 


E 
; ER. av2 
e Gọi E là trung điểm của BB' suy ra BE = z 3 
Ta có EM là đường trung bình của tam giác B'BC, 
do dó EM // B'C B 4 


Suy ra B'C song song với mặt phẳng (AME), do đó 
khoảng cách giữa hai đường tháng AM và В'С bằng M 
khoảng cách giữa B'C và mặt phẳng (AME). Bởi vì 
M là trung điểm của BC nên khoảng cách từ B đến 
mặt phẳng (AME) bằng khoảng cách từ C đến mặt 
phẳng (AME). Gọi h là khoáng cách từ B đến mặt 
phẳng (AME), bởi vì tứ điện BAME có BA, BM, BE 
đôi một vuông góc nên: 
1 1 1 1 3: 
2 


= + + 


h? BA? BM? BE а? а? а? а? 











7 
Vậy: khoảng cách giữa hai đường thẳng B'C và AM bàng 2d 


Bài 488 (Thi tuyển sinh Đại hoc khói A — 2007) 
Cho hinh chóp S.ABCD có dáy là hinh vuóng canh a. Mát bén SAD là tam giác déu và 
nàm trong mát pháng vuóng góc vói dáy. 
Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của các canh SB, BC, CD. 
Chứng minh AM vuông góc với BP và tính thé tích спа khói tứ dien CMNP. 
Giải 
e Gọi H là trung điểm của AD. Do tam giác SAD đều nên SH L AD 
Do mặt phẳng (SAD) L mặt phẳng (ABCD) nên SH 1 (ABCD) 
Suy ra SH 1 BP (1) 
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Xét hình vuông ABCD ta có các tam giác vuông CDH S 
và BCP bàng nhau nën suy ra CH 1 BP (2) 

Từ (1) và (2) suy ra BP 1 (SHC) 

Ta có MN // SC và AN // CH nên (AMN) // (SHC) 
Suy ra BP 1 (AMN), do đó BP 1 AM 

Vẽ MK 1 (ABC) với K thuộc (ABCD) 

Thể tích khối tứ điện CMNP được xem như thể 
tích hình chóp M.CPN bằng 


V = р MK.dt(CPN) 





Điểm M là trung điểm của AB nên 


MK = tsp +a D 
2 4 





Cách 1: Gọi H là hình chiếu vuông góc của B trên A'C, ta có BH 1 A'C. 
Mà BD 1 (A'AC) = BD 1 AC, do đó A'C L (BHD) = AC L DH. 
Ta có BH 1 AC, DH 1 AC 
= góc phẳng nhị điện [B, A'C, D] là góc BHD 
Xét tam giác vuông A'DC vuông tai D, ta có DH 
là đường cao nên 


DH.A'C = CD.A'D > DH = han = aav2 
AC a3 
= DH = av2 — av6 
“5x3 


Tương tự, xét tam giác vuông A'BC, vuông tại B 





ta có BH là đường cao, và tính được BH = Е 


Xét tam giác ВНР”: BD? = ВН? + BD? — 2BH.BD.cos BHD 


= cos BHD --5 = ÉHD = 1209. 


Cách 2: Ta có BD 1 (A'AC) = BD 1 AC 
Chứng minh tương tu, ta có BC' 1 A'C. Suy ra A'C 1 (BC'D) 


Gọi H là giao điểm của A'C và mặt phẳng (BC'D) thi góc ÉHD chính là góc pháng cüa 
nhi điện [B, A'C, DỊ 

Các tam giác vuông HA'B, HA'D, HA'C' bằng nhau suy ra HB = НС’ = HD > Н là tám 
của tam giác đều BC'D. Do đó BHD = 120". 
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Bài 490 (Thi tuyển sinh Đại học khối B — 2003) 


Cho hình lăng tru đứng ABCD.A'B'C'D' có đáy ABCD là hình thoi canh a, góc ВАЙ = 60. 
Gọi M là trung điểm cạnh AA' và N là trung điểm cạnh СС’. Chứng minh rằng bốn điểm В, 
M, D, N cùng thuộc một mặt phẳng. Hãy tính độ dài canh AA' theo a để tứ giác B'BDN là 
hình vuông. 


Giải 
Tứ giác ABCD là hình thoi nên AC và BD cắt 
nhau tại O là trung điểm của mỗi đường. 
Tứ giác AB'C'D là hình bình hành nên 2 đường 
chéo AC' và B'D cát nhau tại trung điểm I của 
mỗi đường. 
Tứ giác ACC'A' là hinh binh hành nên 2 đường 
chéo AC' và A'C cát nhau tại trung điểm của 
mỗi đường mà I là trung điểm của АС’. 
Nên AC' và A'C cắt nhau tại L mà MN là 
đường trung bình của ACC'A' nên MN di qua I. 
Tứ giác B'MDN có 2 đường chéo B'D và MN cắt 
nhau tại trung điểm I của mỗi đường nén B'MDN 
là hình binh hành, có nghĩa bốn điểm B', M, D, 
N đồng phẳng. 
Xét tam giác vuông A'MB' có В'М? = A'N”? + AM? 
Xét tam giác vuông B'C'N có B'N? = BC” + C'N? 
Mà A'B' = B'C' và AM = C'N suy ra B'M = B'N, do đó tứ giác B'MDN là hình thoi 

2 

Đặt AA' = b, ta có B'N? = B'M? = a? + T 


Ls 


MN = AC = 2.2? =a 





Do đó B'MDN là hình н = MN? = B'M? + B'N2 
2 
<> За? = 2a? + P с b? = 22 — b =a J9 


Vậy: B'MDN là hình vuông < АА’ = a2. 
Bài 491 (Thi tuyển sinh Đại học khối D — 2003) 
Cho hai mặt phẳng (P) уа (Q) vuông góc với nhau, có giao tuyến là đường tháng A. Trên й 
lấy hai điểm A, B với AB = a. 
Trong mặt phẳng (P) lấy điểm C, trong mặt phẳng (Q) lấy điểm D sao cho AC và BD cùng 
vuông góc với A và AC = BD = AB. 
Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ điện ABCD và tính khoảng cách từ điểm A đến mặt 
phẳng (BCD) theo a. 







Giải 
Gọi I là trung điểm BC, gọi d là đường thẳng đi qua I pr 
và vuông góc với (ABC). Bởi vì tam giác ABC vuông 
cân tai A nén d là trục của đường tròn ngoại tiếp tam EH 
giác ABC. 2 
Gọi F là giao điểm của d và CD thi F là trung điểm 
của CD, mà tam giác BCD vuông tại B suy ra FB = FC = B 
FD = FA tức là F là tâm mặt câu ngoại tiếp tứ điện ABCD. I 
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Gọi R là bán kính mặt câu ngoại tiếp tứ điện ABCD ta có 
R = FD = ¬ = 2 (vì BD =a, BC = a2 ) 
• Tính khoáng cách từ еу А đến (BCD) 
Bởi vi (P) 1 (Q), (P) giao (Q) theo giao tuyến A mà BD 1 A nên BD 1 (P). 
Mà AI thuộc mặt phẳng (Р) = BD 1 AI 
Lại có AI 1 BC suy ra AI 1 (BCD), do đó khoảng cách từ điểm A đến (BCD) bằng 
1 86 — a (2 
SNP secs = 
Cách 2: Bởi vì (P) 1 (Q), BD và AC cùng vuông góc với giao điểm A của (P) và (Q) Suy ra 
BD 1 (P), AC 1 (9) do đó BD 1 BC và AC 1 AD. 
Do đó mặt cầu ngoại tiếp tứ điện ABCD có đường kính là CD nén bán kính mặt cầu 


CD аЗ 


к= з= ®\= 
2 


Thể tích tứ điện ABCD: V = = BD.at(ABO) = = hdt(BCD) với h là khoảng cách từ điểm 
A đến (BCD) 


ау2 
2 


= h = 





Cách 3: Có thể giải bằng phương pháp toạ độ như sau: 


Chọn hệ trục toạ độ Axyz sao cho A(0; 0; 0); B(0; a; 0); D(a; a; 0) và C(0; 0; a). Giả sử 
điểm I(x; y; z) 
Vi I là tâm mặt саи ngoại tiếp tứ diện ABCD nên 


ІА = 1B = IC =ID=R©x=y=z= = 


Suy ra R = 50 
Vecto pháp tuyến của mặt phẳng (BCD) là п = (0; a?; а?) = a?(0; 1; 1) 
Do đó phương trinh mặt phẳng (ВСР) là: y + z — a = 0 


2 


Bài 492 (Thi tuyển sinh Bai hoc khói A — A; năm XS 


Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác vuông tại A, góc ÁBC = 30°. Mặt bên (SBC) là 
tam giác đều cạnh a và mặt bên (SCB) vuông góc với đáy. Tính theo a thể tích của khối chóp 
S.ABC và khoảng cách từ điểm C đến mặt phẳng (SAB) 

Giải 
* Gọi H trung điểm của BC, vì tam giác SBC đều nên SH 1 BC, mà (SBC) 1 (ABC) suy ra 
SH 1 (ABC) 


Khoáng cách từ điểm A đến mặt phẳng (BCD) là —— 
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Ta có thể tích khối chóp S.ABC: V = 5 dt(ABC).SH 
Ta giác vuông ABC vuông tại À nên 
dt(ABC) = Z AB.AC 


ауз 


Та có tam giác SBC đều canh a, nén SH = TS 





H 


Tam giác ABC vuông tai A, có góc B = а do đó АВ = BCcos30? 


M 


= AB = ——; AC = ВСзіп30 = 

T 3 а ауз ai 

se D dim. Lá. 16 

• Để tính khoảng cách từ điểm C đến (SAB) ta goi h là khoáng cách cán tính. Khi đó thé 
tích khói chóp S.ABC duoc tính: 


V= 2 dt(SAB)h ids 


| T 


Do đó V = 


3V 
dt(SAB) 
Tam giác ABC vuông tai A nên trung tuyến HA = HB = HC mà SH 1 (ABC) 
= SA = SB = SC = a > tam giác SAB cân tại S. Gọi I là trung điểm của AB 
= SI 1 AB 


> dt(SAB) = > SLAB 


Xét tam giác vuông SIB có: 


2 
2 
SI! = SB? — IB? = a? — b = а? -2 


13a* а\/13 
=- ——— 
.16 4 


1 aV13 ауз а? 39 


Vậy dt(SAB) = RELY mier er 





SIP’ = 





3a” a 
TIR. TES c TỰ. is 
Bài 493 (Thi tuyển sinh Đại hoc khói B — 2013) 
Cho hinh chóp S.ABCD có đáy là hinh vuông canh a, mặt bên SAB là tam giác déu nằm. 
trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính theo a, thể tích của khối chóp S.ABCD. 
và khoảng cách từ điểm A đến mặt phẳng (SCD) 
Giải 
Gọi H là trung điểm của AB vì (SAB) vuông 
góc với mặt phẳng đáy nên SH 1 (ABCD) (vì 
tam giác SAB đều nên SH 1 AB) 
Thể tích khối chóp S.ABCD bằng 


Y S SH.dABCD) 













D 
Tam giác SAB đều có cạnh là a nên SH = 853, K 
ABCD là hình vuông cạnh a nên dt(ABCD) = a? B C 
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1 a3 г a'V3 
cu 5 s 
Ta có AB // CD nén AB // (SCD) 
Điểm H là trung điểm AB nén khoáng cách từ điểm A đến (SCD) bằng khoáng cách từ 
điểm H đến (SCD) 
Gọi K là trung điểm của CD, ta có HK 1 CD mà CD 1 SH suy ra CD 1 (SHK). Trong tam 
giác SHK, vẽ HI 1 SK 
Ta có (SHK) 1 (SCD) cắt nhau theo giao tuyến SK và HI 1 SK = HI 1 (SCD) 
Do đó HI là khoảng cách từ điểm H đến (SCD) và cũng là khoảng cách từ điểm A đến 
(SCD) 
Xét tam giác vuông SHK, HI 1 SK nên 


(CENT 1 HSHK 
pu i denn - Ta =» НІ = ——— 
HË HS НК HS? + HK? 
Với SH = AŽ HK - a = HI = - 


Bài 494 (Thi tuyén sinh Bai hoc khói D — 2013) 

Cho hinh chóp S.ABCD có đáy là hình thoi canh a, canh bên SA vuông góc với đáy, góc 
БАЙ = 120^ , M là trung diém canh BC và góc SMA = 45°. Tính theo a thể tích của khối chóp 
S.ABCD và khoáng cách từ điểm D đến mặt phẳng (SBC). 

Giải 
«Vì BAD - 120° nên АВО = 60° do đó tam giác ABC đều cạnh a. 
Do M là trung điểm BC nên AM là đường cao của 
tam giác đều 
v3 


AM. > 
2 


= V = 









pr 

Suy ra dt(ABCD) = AM.BC = s 

Tam giác SAM vuóng tai A, có SMA = 45° 
= tam giác SAM vuông cân tai А nén 


SA = AM = 25Š B M C 


3 
Thể tích khói chóp S.ABCD bằng V = S AM4t(ABCD) -2 


* Dé tính khoảng cách từ điểm D đến (SBC) ta nhận thấy AD // BC nën AD song song với 
(SBC) do đó khoáng cách từ điểm D tới (SBC) bằng khoảng cách từ điểm A đến (SBC) 
Ta có SA 1 (ABCD) — SA L BC. Theo trên AM 1 BC nên BC 1 (SAM) 
= (SAM) 1 (SBC). 

Hai mát pháng (SAM) và (SBC) cát nhau theo giao tuyén SM. 

Trong tam giác vuóng SAM, vé AM vuóng góc vói SM thi AH vuóng góc vói (SBC) 
— AH chính là khoáng cách từ điểm A đến (SBC). 





Xét tam giác vuóng cán SAM, AH - Мел = nit 
Vậy khoáng cách từ điểm D đến (SBC) bằng = : 
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Bài 495 (Thi tuyển sinh Cao đẳng khối A А, — B — D năm 2013) 


Cho lăng trụ đều ABC.A'B'C' có AB = a và đường thẳng A'B tạo với đáy một góc bằng 60°. 
Gọi M, N lân lượt là trung điểm của các cạnh AC và BC”. Tính theo a thể tích khối lăng trụ 
ABC.A'B'C' và độ dài đoạn tháng MN. 








>. 


Giải 
* Vì lăng trụ ABC.A'B'C' là lăng trụ đều nên A'A 1 (ABC) => góc КВА là góc giữa A'B 
với đáy, vậy АВА = 600. 


Xét tam giác vuông A'AB: A'A = AB.tan КВА =а J/3 
Do dó thé tích V cüa khói láng tru ABC.A'B'C' báng 
2 3 
V = A'A.dt(ABC) = a J3. 8 V9 z = = 
* Xét trong mặt bên là hình chữ nhật BCC'B' vẽ NK 
1 BC thì K là trung điểm của BC, mà M là trung 
điểm của AC, 
AB a 
do đó МК = — = = 
= 2 2 
Ta có B'B 1 (ABC), NK song song vói B'B suy ra š 
NK 1 (ABC) suy ra NK L KM s K 
Xét tam giác vuông NKM tại K ta có MN? = NK? + KM? 


2 2 
Do đó MN? = (5 «(8 D NM. cd 





2 4 
Bài 496 (Thi tuyén sinh Dai hoc khói D năm 2006) 


Cho hinh chóp tam giác S.ABC có dáy ABC là tam giác déu canh a, SA - 2a và SA vuông 


góc với mặt phẳng (ABC). Gọi M và N lần lượt là hình chiếu vuông góc của điểm A trên các 
đường thẳng SB và SC. 


Tính thể tích của khối chóp A.BCNM. 











Giải 
Gọi V là thể tích của khối chóp A.BCNM 


Gọi Vị, V; lần lượt là thé tích của các khối chóp S.ABC và S.AMN, ta có: 
V-V,- V, 


S 
Từ giá thiết ta suy ra V, = VR = P5 
Để tính У, ta dùng tính chất đã biết: N 
V, SA SM SN : 

V,^ SA SB `SC : 
Xét tam giác vuóng SAB tai A, đường cao AM nên А 

SA? = SM.SB 

DM SUA xi B 

SB SB' ба? 5 
Xét tam giác vuông SAC tai A, đường cao AN nên SA? = SN.SC 

S SN SA' да? 4 
SC SB' Ba? 5 





3 3 3 
Do đó v = 3 УЗ _ 8a°V3 _ 3a°V3 
6 75 50 


3 
Kết luận: Thể tích khối chóp A.BCNM bằng V = А : 


Bài 497 (Thi tuyển sinh Đại hoc khối B năm 2006) 


Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật với AB =a, AD =a 42 ‚ ЗА = а và 
ЗА vuông góc với mặt phẳng đáy. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AD và SC. Gọi I là giao 
diêm của BM và AC. Chứng minh rằng mặt phẳng (SAC) vuông góc với mặt phẳng (SBM). 
Tính thé tích của khói tứ điện ANIB. 







Giải 
Vì ABCD là hình chữ nhật, nên hai đường chéo AC và BD cắt nhau tại O là trung điểm 
của mỗi đường. 
Xét tam giác ABD có AO và BM là hai trung tuyến cắt nhau tại I, suy ra I là trọng tâm 


của tam giác ABD. Do đó BI = = BM : 


2 
2 
Xót tam giác vuông АВМ: BM? = АВ? + АМ? = а? + k3 xứ = 


v6 aV6 _ aV6 


2. BM = 210 = Bis ^з 
2 3 


TaoóAI= 2AO- LAO 
3 3 


với AC? = АВ? + ВС? = а? + 2а? 
= АС =a J3 = А] = E 


Xét tam giác ABI có AB - a, AI = Pr 
BI = ke thoá màn: 
За? 6a? 
А]? + BI? = "oes = а? = АВ? suy ra 





Tam giác AIB vuóng tai I, tác là BI 1 AI 

Mặt khác SA 1 (ABCD) nên SA 1 BI 

Suy ra BI 1 (SAC) tức là BM 1 (SAC) 

Do dó (SBM) 1 (SAC) 

Để tính thé tích khói tứ điện ANIB ta kí hiéu 
V là thé tích khói chóp S.ABC; Vị là thé tích khối tứ điện SABN; У, là thé tích khối tứ 
điện CNBI; V; là thé tích khối tứ dien ANIB. 

Ta có: Vs = V — (V, + Və) 


z0) si: Sal HP NACH 13 
Áp dung tính chất đã biết: — = 9^ 9^ 95 1 
ОЕ A A n E S ga 
V, CN CB CL 12 1 
V CS COB CA 253 3 
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Bài 498 (Thi Cao đẳng kinh tế đối ngoai khối A năm 2005) 


với góc và vuông góc với cạnh SC tại M. Cho biết thể tích phần hình chóp nằm giữa đáy của 
hình chóp S.ABC và mặt phẳng (ABM) bằng V. Tính a và chiều cao của hình chóp S.ABC 
theo V và q. 
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Suy ra Vì = 5 V; Vs = V 


1 
3 
Do đó V4 2 V — šv+äv) -lv 











6 
3 3 
лы тҮ tup s. 2 v2 a Д6. v2 
3a 6 6 36 
j š 3 a* J2 
Kết luận: Thể tích khối tứ diện ANIB bằng £ TẾ. 


Cách khác: Có thể giải bài toán bằng phương pháp toạ độ như sau: 
Chọn hệ trục toạ độ Axyz như hình vẽ. 


Ta có A(0; 0; 0); В(а; 0; 0), C(a, a2; 0); D(0; a2; 0); S(0; 0; a); міо 


N эта. 
2-4 +” dỀ 


e Vì điểm I là trọng tâm của tam giác ABD, suy ra IC = -21A ш&шв du (5; MS о) 


eda) 
3 


e Ta có AS - (0; 0; a), AC = (a; a2; 0) suy ra vectơ pháp tuyến của (SAC) bằng 


= | AS, AC | - (-a”v2,a?,0). 








° Ta có SB = (a; 0; —a), SM = С ау. а) suy ra vectơ pháp tuyến của (SMB) bằng 
ET š 2 2 
Е | SB,SM | 5 Ё J2 ca? 3 2) 
2 2 


Xét n,.n, =-a” +a =0 © п, Ln, (SAC) 1 (SMB) 


L Tur baa 2 2 
• Ta có AN = [ps avg i [ptio suy ra [ax ni] [2855.0 











2' 9 '9 3 
L^ ——.. Е. С. 3 
mà AB = (a; 0; 0) > [AN, Ai] AB - #2 
3 
= Thé tích khói tứ điện ANIB bằng У = En 





Cho hinh chóp tam giác đều S. ABC có cạnh đáy bằng a. Qua cạnh AB dựng mặt phẳng tạo 






* + * 


Giải 
Gọi H là hình chiếu của S trên mặt phẳng (ABC) ta có H là tâm của tam giác đều ABC. Do 
đó CH 1 AB và NA = NB 
Ta có SH 1 (АВС) nên SH 1 AB, mà CN 1 AB, suy ra AB 1 (SCN) 
Do đó AB 1 MN. 


Theo giá thiét ta có góc MNC = o và SC 1 (AMN). 


Theo giả thiết, ta biết thể tích khối chóp C.AMB bằng V. S 
Như váy V = s CM. 5 MN.AB = SA CM.MN 


Xét tam giác vuóng CMN, MN - МС.совф = S2 sao 








M 
CM = СМ№.ѕіпф = 23 ing уе = ein Je A C 
2V 
Vâ = 2 3 
eu sin 29 N 
Xét tam giác SHC, SH = HCtan SCÀ = HC.tan(900 — o) B 
HC = Z cN = 2 ауз _ ауз — sH = 8"3 - обо 
3 _ AE Re. H 
vác 243 23coto | 2V 
3 V sin 20 


Bài 499 (Thi tuyển sinh Đại học khối A năm 2004) 


Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi, 
ÀC và BD cắt nhau tại gốc toa độ О. 

Cho biết điểm A(2; 0; 0); B(0; 1; 0); S(0; 0; 2 {2 2 ). Gọi M là trung điểm của cạnh SC. 

a) Tính góc và khoảng cách giữa hai đường thẳng SA, BM. 


| b) Giả sử mặt phẳng (ABM) cát đường thẳng SD tại điểm N. Tính thể tích khối chóp 
§.ABMN. 
















Cách 1: 2 
а) Vì A(2; 0; 0) nên C(-2; 0; 0) 
Vì B(0; 1; 0) nên D(0; -1; 0) ¬ 
Điểm M là trung điểm của cạnh SC nên M(-1; 0; V2) 
Do đó SA = (2;0;-2/2) ; BM = (-1;-1; V2) 
Gọi œ là góc giữa hai đường thẳng SA và BM. Ta có: 
SA. BM| J5 "e--- 


AI. Bw 2 





= A ooo 


cosa = сов (5А, вм) = 






<. - 
` 


d 


© 





=> а = 30? 
Ta có |SA, BM | = (-242;0;-2) 
và АВ = (-2; 1;0) 
Do đó khoảng cách h giữa hai đường thẳng SA và BM là 
` [5А, BM |.AB| 26 
Tem] 3 
b) Ta có AB // CD > AB // (SCD) > (ABM) cát (SCD) theo giao tuyén MN thi MN // CD, mà 
M là trung diém SC nén N là trung diém cüa SD. Suy ra N (o- 3:8) 
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Ta có SA = (2;0;-2⁄2); SM = (_1;0;-v2);SB 5 (0:1;-22) và SN [5-38 suy ra 
[SA,SM | = (0; 4/2 ; 0) 
Gọi V, Vị, У lần lượt là thé tích các khói chóp S.ABMN, S.ABM và S.AMN, ta có 


V = Vị + У; 
Ge ! [sa sui] sii - 22 
6 3 
v, = l[sa,sM]SN _2 
6 3 
= V = V, + № = Me NA. 


Cách 2: Giái báng phuong pháp tóng hgp nhu sau: 
a) Ta có SA // MO nén góc giữa hai đường tháng SA và BM bằng góc giữa hai đường thẳng 
MO và BM. 


Bói vi BO 1 AC, BO 1 SO nén BO 1 (SAC) suy ra BO 1 OM. 
Góc бМВ là góc giữa MO và BM. , 
Xét tam giác vuông SAO, có SA? = ОА? + OS? = 4 + 8 = 12 
Suy ra SA = 2 V3 vibes v3 


Ta có = 30? 
ac tan ÓMB = ou E , suy ra ÓMB 30 


Vậy góc giữa SA và BM bằng 30°. 

Ta có SA // OM suy ra SA // (OMB), do đó khoảng cách giữa hai đường thẳng SA và BM 
bằng khoáng cách h giữa đường thẳng SA và (OMB). 

Trong mặt phẳng (SAC) dựng OH L SA thì OH L MO 

Theo chứng minh trên BO 1 (SAC) suy ra BO 1 OH 

Do đó OH 1 (OMB) vậy h = OH 


Xét tam giác SAO ta có OH = OA.OS 22/2 _ 2/6 


Vậy khoảng cách giữa hai đường thẳng SA và BM bằng — E 


b) Do AB // (SCD) nén mát pháng (ABM) cát mát pháng e theo giao tuyén qua M và 
song song vói AB. Giao tuyén này di qua trung điểm N của SD 


ta có MN - 1ср-1АВ. 
2 2 


1 3 
Suy ra: SAMN = 2 ( J5 — Vs.ABMN E 2 VSAM 


Do M là trung điểm của SC nên khoáng cách từ S đến (ABM) bằng khoáng cách từ điển 
C đến (ABM), do đó 


1 
VsABM = Vc.ABM = = Vs двс = 880 = 77 


2 
з 242 
Vậy suy ra VsABMN = Phê: а v2 
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Chú ý: Đề tính thể tích của khói chóp S.ABMN có thể dùng định lí vé tỉ số thể tích như sau: 
Vu SA SB SM 1 
Vac SA SB SC 2 
1 
Suy ra Vs двм = E Vs.ABC 
V. SA SM SN 


1 
vr а BU 4 


1 
Suy ra VsAMN = > Về Acp 


Gọi V là thể tích của khối chóp S.ABCD thì Vs дас = Vs дор = Zv 


Do đó Vs двм = +V: VsAMN = s V 


Tü dó Vs ABMN = iV + Zv = су = 5 S. SO 5 42. 
Bài 500 (Thi tuyển sinh Đại học khối D, M năm 2004) 
Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho hình lăng trụ đứng ABC.A;B,C,. Cho biết A(a; 0; 0); 
B(-a; 0; 0); C(0; 1; 0); B,(—a; 0; 0) với a, b > 0. 

a) Tính khoáng cách giữa hai đường thẳng В,С và АС, theo a, b. 

b) Cho a, b thay đổi, nhung luôn thỏa mãn a + b = 4. Tim a, b để khoáng cách giüa hai 
đường tháng В.С và AC; lớn nhất. Tính giá trị lớn nhất đó. 















Cách 1: Từ giả thiết ta suy ra C¡(0; 1; b); B.C = (a; 1; —b); AC, = (-a; 1; b); 
AB, - (-2a; 0; b) 
Gọi h là khoáng cách giữa hai đường tháng В,С và AC), ta có 
[B.c. AC, |.AB, Bu 
[BG Ac] Ja +b 


b) Ta có bát đẳng thức a? + b? > 2ab — va? + b? > J2ab 
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=> = < 
a+b v2ab a?+b? аһ 
ab 
— h < - 
/2ab 





ab 1 l a+b 
Mặt khác ——— =-= Nab < —. =2 
эъ V2 ‚у 2 
Vì a + b = 4 do đó h < 42. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 


a+b=4 
Г =b 

Vậy khoảng cách giữa hai đường thẳng В,С và AC; lớn nhất bằng V2 khi a = b = 2. 

Cách 2: 

Có thể giải bằng phương pháp tổng hợp như sau: 

а) Gọi I là giao điểm của BC, và В,С thì I là trung 

điểm của mỗi đoạn thẳng В,С và BC,. Vì O là trung 

điểm của AB nén OI // AC;, do đó AC; song song với 

mặt phẳng (OB,C). 

Suy ra khoảng cách giữa hai đường thẳng AC, và В,С  , 

bằng khoảng cách từ đường thẳng AC; đến (OB;C) và 

cũng bằng khoảng cách từ điểm A đến (ОВ,С). 

Vi ОА = OB nên khoáng cách từ điểm A đến (ОВ,С) 

bằng khoáng cách từ điểm B đến (OB,C). 

Vì ВВ, L (ABC) suy ra OC 1 B4B. 

Mặt khác OC L AB, từ đó ta có OC 1 (ABB)A;) 

Gọi H là hình chiếu của điểm B trên đường tháng В,О ta có BH L OC. 

Suy ra BH 1 (OB,C). Do đó BH chính bằng khoáng cách giữa hai đường tháng АС, và В,С. 


BO. 
Xét tam giác vuông OBB; ta có BH = og 


оа = Б = 2 


В; 








1 


Ма? + b? 
Kết luận: Khoáng cách giữa hai đường tháng В,С và AC; bằng - Э - 
а +b 





B. CÁC ĐỀ TỰ LUYỆN 
Bài 1. Cho một tam giác đều DBC cạnh a trong mặt phẳng ơ. Tại trực tâm H của tam giác ta 
kẻ đường tháng A 1 а. Trên А lấy một điểm A sao cho AB = a. 
a) Tính AH, AC, AD theo a. 
b) Từ một điểm M trên canh AB, vẽ mặt phẳng | song song với hai đường tháng AC và 
BD, cắt BC, CD tại AD lần lượt tai N, R, S. Tứ giác MNRS là hình gì? 
Giải 
a) Vì tam giác BCD đều có cạnh là a nên trực tâm H cũng là trọng tâm, cũng là tâm vòng 
tròn ngoại tiếp tam giác BCD. Do đó: 


BH = CH = DH = = 







Tam giác AHB vuóng tai H cho ta 
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= JAR? - BH? T 

Vi AH 1 mặt phẳng (BCD) 

Vì CH = DH = BH nên АС = AD = АВ = a. 
B//BD MS//NR//BD 

B// AC > MN//RS//AC 


=> Tứ giác MNRS là hình bình hành. 

Mặt khác vì AC 1 BD (do BD 1 mặt phẳng (ACH)) 

Và MN / AC, MS // BD 

Nên MN L MS. Vậy ММК là hình chữ nhật. 

Bài 2. Cho hình vuông ABCD cạnh bằng a. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng chứa 
hình vuông tại A lấy 1 điểm S sao cho SA = a. 

a) Chứng minh rằng SBC, SDC là hai tam giác vuông. 

b) Tính góc của DC và SB. Tính góc của SC và (ABCD). Tính số đo nhị diện (A, BD, S). 

c) Gọi M là 1 điểm trên cạnh AB. Một mặt phẳng (P) qua M và vuông góc với AB cắt CD, CS, 
SB lần lượt tại N, P, Q. Tứ giác MNPQ là hinh gì? Đặt AM = x. Tính diện tích tứ giác 
MNPQ theo a và x. 

d) Gọi I là trung điểm của SC và H là hinh chiếu vuông góc của I trên CM. Tim quy tích của 

H khi M di động trên cạnh AB. 











* + * 


.- Giải 
: SA 1 (ABCD) 
AB 1 BC 
Tương tu ASCD vuông tai D. 
b) DC // AB nén ВХ là góc của DC và SB 
ASAB vuông tai A (SA = AH = a, SA 1 AB) nén 
ЅВА = 45°. 
SA 1 (ABCD) nên АС là hình chiếu сда SC 
trên mặt phẳng (ABCD) 
= ЅСА là góc của SC và (ABCD) 
ABCD là hình vuông nên 


| = SB 1 BC hay ASBC vuông tại B. 





AC = ABV2 =a2 
Ta có Ж ы S eius A > ẾCẦ кты, 
AC а 2 
Ta сб: ВО 1 АС (hai đường chéo của hình vuông) 
BD 1 SA 

= BD 1 (SAC) 

= BD L SO 
ЅСА là góc phẳng của nhị diện (A, BD, S) 
= ta có tg OA - o - e V2 =$ SOÀ = arctg/2 

AO a 
` 

(P) 1 AB 


= (P) // (SAD) 
(SAD) І AB 


(ABCD) cắt 2 mặt phẳng (P) và (SAD) theo 2 giao tuyến song song MN // AD (1) 
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(SCD) cắt 2 mặt phẳng (P) và (SAD) theo 2 giao tuyến song song NP// SD (2) 
(SBC) cát 2 mặt phẳng (P) và (SAD) theo 2 giao tuyến song song QP // ВС (3) 
(SAB) cát 2 mặt phẳng (P) và (SAD) theo 2 giao tuyến song song MQ//SA (4) 
Từ (1) và (3) = MN // PQ (do AD // BC) = MNPQ là hinh thang. 

Từ (4) > MQ L (ABCD) = MQ L MN = MNPQ là hinh thang vuông tai M và Q. 








Ta có: ЕИ R-E Ме sud = а – х 
SA ВА 
PQ _ ¿SQ _ — = PQ = bf tar 
BC SB AB a 
(РӘ + MN)QM (x+a\)(a - х) 
Spo = ———————= —————— 


2 2 
d) Ta có IO // SA (IO là đường trung binh AASC) 


nén IO заве = CH 1 IO ( ÓHC = 90°) 
IH 1 CH 


Nói khác di là H ở trên đường tròn đường kính OC 

Khi M = A thì H = O 

Khi M = B thì H = J (J là trung điểm của BC) 

Vậy quỹ tích của H khi M di động trên AB là cung OJ (1/4 đường tròn đường kính OC). 
Bài 3. Trong mặt phẳng (P) cho đường tròn đường kính AB й 2R, trên đường tròn lấy 1 điểm 


C sao cho САВ = 30°. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng (P) tai A lấy 1 điểm S 

sao cho SA = R. 

a) Chứng minh rằng (SAO) 1 (SBC) 

b) Gọi M là một điểm trên cạnh AB, một mặt phẳng (E) đi qua M và vuông góc với AC tại 
N cắt SC và SB tại P và Q. Tứ giác MNPQ là hình gì? 

c) Đặt AM = x. Tính diện tích tứ giác MNPQ theo R và x. Xác định vị trí của M trên AB 
để điện tích tứ giác MNPQ lớn nhất. 

d) Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên CQ và I là trung điểm của AC. Chứng tỏ HI 
không đổi. Suy ra H chạy trên một đường tròn cố định khi M đi động trên AB. 



















Giải 
a) PC LACI _ вс | (SAC) = (SBC) 1 (SAO) 
BC 18А 
b) (E) 1 AC nên (E) / BC 
(E) // SA 


(E) // BC nén cát mát pháng (ABC) theo giao tuyén MN // BC 

(E) // SA nén cát 2 mát pháng (SAC) và (SAB) theo 2 giao tuyén NP và MQ cüng song 
song với SA = MNPQ là hinh bình hành. 

Hơn nữa NP // SA nén NP 1 (ABC) = NP 1 MN 
Suy ra, hinh bình hành MNPQ là hình chữ nhật. 


c) AABC vuông có САВ = 30° nên là nửa tam 


giác đều. 

Ta có BC = DLE = R; AC = R3 

MN // BC nên tam giác AMN cũng là nửa 
tam giác dëu. 
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Ta сб: MN = AM _ x 

5: 9 
MQ BM 2R-x 
SA BA 2Е 








Ое CESAR 
2R 2 
х (2R-x) (2R-x)x 
S z MN.P = —.—=— 
(MNPQ) Q 2 2 1 
Hai số (2R — x) và x có tổng: 2R — x + x = 2R không đổi пёр (2R - x) cuc dai khi hai số 


dó báng nhau. 
S cực đại khi 2R — х = x hay x = R 
Vậy S cực dai khi M ở tại trung điểm AB. 

d) AAHC vuông tại H nên trung tuyến HI bằng nửa cạnh huyền AC 
AC không đổi nên HI không đổi 
Kẻ AK 1 SC 
Vi (SAC) 1 (SBC) nén AK 1 (SBC) 
AK 1 (SBC) 
AK 1 CK 
Trong mát phẳng (SBC), H nhìn đoạn KC cố định dưới một góc vuông nén H ở trên 
đường tròn đường kính KC. | 


Vậy khi M di động trên AB thì H chạy trên đường tròn đường kính KC trong mặt phẳng 
(SCB). 


Bài 4. Cho hinh thang vuông ABCD có А = б - 90°, AB = 2a, AD = DC = a. Trên đường 
tháng vuóng góc vói mát pháng (ABCD) tai A l&y 1 diém sao cho SA - 2a. 
a) Chüng minh ráng các tam giác SDC, SCB là các tam giác vuóng. 

| b) Tính các góc nhon (CD, SB) và (BC, SD). | 
c) Tính khoảng cách ngắn nhất giữa các cáp đường tháng SA và BC, CD và SB. 
d) Gọi M là trung điểm của SC, mặt phẳng (a) qua M và vuông góc với AD cát SD, AD, BC 

lần lượt tai M, P, Q. Tứ giác MNPQ là hinh gi? Tính diện tích tứ giác MNPQ. 


, 


| > KH + CH > AKHC vuông tai H 








\ = 1 (ABCD) = SD 1 DC 


AD L DC 


hay ASCD vuông tai D (định lý 3 đường 
vuông góc) 

Gọi I là trung điểm của А => tứ giác AICD 
là hình bình hành (AI // CD, AI = CD = a) 
= CI = AD = а. 

AABC có trung tuyến CI bằng nửa cạnh đối 
diện AB nên là tam giác vuông cân tai С. 
Tương tự như phần trên, áp dụng định lý 
3 đường vuông góc, ta có SC 1 BC hay 
ASCB vuông tai C. 


b) CD // AB nén góc nhọn (CD, SB) chính là góc ВА 
ASBA vuông cân tai A (SA = SB = 2a) nên DI // BC nên (5c,sD) chính là góc SD 
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Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác ta có 
SI? = DI? + SD? — 2SI.SD.cos SD} 


2a? V10 cos SD = 2a? > cos 
Trong dó SI? = SA? + AI? = 4a? + a? = Ба? 
SI =a J/5 
DI = a V2 
SD-a v5 
a) Khoảng cách ngắn nhất giữa các cặp đường thẳng là đường vuông góc chung của chúng. 
Ta có: adio et = AC là đường vuông góc chung của SA và BC 
AC 1 SC 
Theo trên ta có: АС = a V2 khoảng cách giữa hai đường CD và SB bằng a. 
d) Mặt phẳng a 1 AD nên a // (SA) 
mặt phẳng (SBC) cát hai mặt phẳng // a và (SAB) theo hai giao tuyến MQ và SB song 
song vói nhau. 
Tương tu (ABCD) cát hai mát phẳng này theo 2 giao tuyến PQ // AB 
(SAD) cát hai mát pháng này theo 2 giao tuyén NP // SA. 
(SCD) cát hai mát pháng này theo 2 giao tuyén MN // CD. 
Ta có: AB // CD nén PQ // MN > MNP là hinh thang ' 
Hơn nữa, NP // SA nén NP 1 (ABCD) > NP 1 PQ 
Vậy MNPQ là hinh thang vuông tai N và P 
Tü M là trung diém cüa SC, ta suy ra N, P, Q lán.lugt là trung diém cüa SD, AD 


và BC. 
Ta có: MN = ЭС 8 
2 2 
pga Mi tB. За 
2 2 
мР= ЗА 2, 
2 | 
а За 
—+—la 
S t 3 .2aa  » 
vòng” —— 1. EEA TEES E О 
S N = а? 





sao cho SA = SB = SC = SD = er 


a) Chüng minh ráng 2 mát pháng (SAC) và (SDB) cüng vuóng góc vói (ABCD). 
b) Tính góc nhon hgp bói 2 mát pháng (SAB) và (ABCD). 
c) Tính khoáng cách tit O dén (SAB). 
d) Gọi E là trung điểm của AO. Mặt phẳng (P) qua E và vuông góc với AC cát hinh chóp 
S.ABCD theo mót thiét dién hinh gi? Tính dién tích thiét dién dó. 
Giải 
a) Từ SA = SB = SC = SD nén S nằm trên trục của đường tròn ngoại tiếp hình vuông 


ABCD. Nói khác đi SO 1 (ABCD) > | SAO 1 (ABCD) 
(SBD) L (ABCD) 
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OI І AB 


b) Goi I là t điểm của AB ta có: 
) Gọi I là trung điểm của c pue Айны 


= SIO là góc hợp bởi 2 mặt phẳng (SAB) và (ABCD). S 
a A 
T ó: OI = — ' 
ac 2 ; 
2 ' 
SI? = sB? — Ip? - (8V8 | (a ' 
2 2 
sự 8v2 
2 
cos SIO = 9t xem s 2 
SI ауд 2 
' 2 
=> STÒ = 45? 





c) Gọi H là trung điểm của SJ 
Do ASOI vuông cán tai O nén OH 1 SI 
Mà OH 1 AB (do AB 1 mặt phẳng (SOI)) 
Nên OH 1 (SAB) 
Vậy OH là khoáng cách từ O'đến mặt phẳng (SAB) 


on + SI. s2 
ME 4 
(P) L AC 


(SBD) 1 AC 
Nén (P) cát hinh chóp theo tam giác IJK dóng dang vói tam giác SBD. 


Mà ASBD cán tai S nén AIJK cán tại K. 
KE // SO nén KE 1 IJ 


| — (P) // (SBD) 





* ug 
2 
Bux» ЕЯ 1 a a2 _ a2 
2'4` 9 16 






Bài 6. Cho hình vuông ABCD cạnh bằng a. Trên đường thẳng vuông góc với mặt phẳng hình 
| vuông dựng từ A lấy một điểm S sao cho SA = a. 
a) Tính số do nhị diện (A, CB, S). 
b) Góc (P) là mặt phẳng qua A và vuông góc với SC cắt SBm SC, SD lân lượt tại M, N, P. 
Chứng minh AP 1 (SCD). 
Chúng minh tú giác AMNP có hai đường chéo vuông góc nhau. 
c) Tính diện tích tứ giác AMNP. 










. + 


Giải 
a) SA 1 (ABCD) 


2 SB 1 BC | định lí 3 đường vuông góc. 


= $ВА là góc phẳng của nhị diện (A, CB, S) 


393 


ASAB vuông cân tai A nên ВА = 45° 
Vậy số đo nhị điện cạnh CB là 45?. 
b) SC 1 (P) = SC 1 (AP) (1) 
CD 1 (SAD) = CD 1 AP (2) 
(1) và (2) > AP 1 (SCD) 
BD 1 AC (2 đường chéo của 
hinh vuông) => BD L (SAC) 
BD 1 SA = BD 1 AN (3) 
(D 18C| BD р) 
BD 1 SC 
= (Р) œ (SBD) = MP với MP / BD (4) 
Từ (3) và (4) suy ra AN 1 MP. Nói 
khác đi tứ giác AMNP có hai đường 
chéo vuông góc với nhau. 
d) Các tam giác SAD, SAB vuông cân tại A nên các đường cao AP, AM cũng là đường trung 
tuyến. Nói khác đi M và P là trung điểm của SB và SD. 


DB E 
`" ` 
Hệ thức lượng eS. tam giác vuóng SAC, ta có 


2 2 
SA? = SN.SC > SN = SA22 „v3 





Ta có: MP = —— 





SC av3 3 
1 1 a/2 a/3  a*J6 
Supe MANT) 2$ 1 
2 J6 
Vậy 5(лмхр) = чаа 











Bài 7. Cho hình chữ nhật ABCD có AB = a, AD = 2a, SA 1 (ABCD) và SA = a. 
a) Tính góc của SC và (ABCD) số đo nhị diện (A, SB, C)b) M là một điểm trên cạnh AB, mặt 
phẳng (P) qua M và vuông góc với AB. Mặt phẳng (P) cắt thiết điện hình chóp theo hình gì? 


e) Tính diện tích thiết diện đó theo a và BM = x, có giá trị nào của x để diện tích đó lớn 
nhất không? (0 < x < a) 


. 9 


Giai 


a) SA 1 (ABCD) nën SCÀ là góc hợp bởi SC và (ABCD) 
Hë thúc lugng tam giác vuóng ABC cho: 
АС? = AB? + BC? = a? + 4a? = 5a? > АС = a v5 S 


Ta có: unt ke ЗА сэ. et 
a/5 5 


=° SCA = : 


Gọi I, J là trung điểm của SB và SC 

ASAB vuóng cán tai A nén AI 1 SB 

IJ // BC nén IJ L SB 

= Á là góc phẳng của nhị diện 

(A, SB, C) 

Do IJ // BC mà BC 1 (SAB) nén IJ 1 (SAB) 
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= IJ 1 AI => А =90° 
b) (P) L AB > (P) // (SAD) 
(ABCD) cát (P) và (SAD) theo 2 giao tuyến song song MN // AD (1) 
(SCD) cát (P) và (SAD) theo 2 giao tuyến song song NP // SD (2) 
(SAB) cát (P) và (SAD) theo 2 giao tuyến song song MQ // AS (3) 
(SBC) cát (P) và (SAD) theo 2 giao tuyến song song PQ// ВС (4) 
(1) và (4) = MN // PQ (vi AD // BC) = MNPQ là hinh thang. 
(3) 2 MQ 1 MN = thiết diện là hinh thang vuông tai M và Q. 
c) Ta có: MN - 2a 
MQ BM 
AS BA 
PQ SQ AM a-x a-x 
a 


X X 
=—= MQ =a—=x 
a a 


= PQ = 2a. = 2(a — x) 








BC 8B AB 


(PQ + MN).MQ (2a - 2x + 2a)x 2 
SMNPQ = —— a — — =-x*`+9ax 
2 2 
Đạo hàm: S' = 2a — 2x 
5 = 0 е 2a-2x=0<>x=a 
Vậy diện tích lớn nhất khi х = а. 


Bài 8. Cho hình thoi ABCD cạnh AB = a, đường chéo BD = == , trên đường thẳng vuông 


góc với mặt phẳng hình thoi tại giao điểm O của hai đường chéo lấy một điểm S sao cho 

SB - a. 

a) Chüng minh ráng tam giác SAC vuóng cán. 

b) Chứng minh rằng (B, SA, D) là nhi điện vuông. 

c) Goi I là trung diém SA. Mát pháng (CDI) cát hinh chóp SABCD theo thiét dién hinh gi? 
| Tính dién tích thiét dién này. 





аууб 


"$^ (= OC) 


Tam giác SAC có trung tuyén SO bàng nita canh dói dién AC nén là tam giác vuóng tai S. 
Hon nữa SA = SC nén tam giác SAC vuông cân tai S. 


> АО = 
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b) Gọi I là trung điểm SA, các tam giác SAB, SAD cân tại B và D nên o 4 M = ÉID là 
góc phẳng của nhị điện canh SA. 


Ta có: OI // SC = OI = Se (O là điểm giữa của AC) 


SC = `... i 
av3 BD 


— ОІ = Z x = Eu — ABID vuóng tai L. 


=" BID = 90° 
с) (CID) chứa CD // (SAB) nên căt (SAB) theo giao tuyên IJ / AB (// CD) = thiết diện 
IJCD là hình thang. 
ID LSA 


Hơn nữa = ID 1 (SAB) = ID 1 IJ 
ID 1 IB 


Vậy IJCD là hinh thang vuông tai I và D 
AB a 


Ta có: IJ = —-— 
2 2. 77 


a⁄3 a6 
кнын 





ID = IO V2 = 


а va : 
2 use KR | P P3 
(1JCD) = 9 = 2 2 


a? J6 
zi 





5, LJCD) = 


Bài 9. Cho tam giác đều ABC có chiêu cao АН = 3h. Lấy điểm O trên AH sao cho AO = h, trên. 
đường tháng Ox 1 (ABC) lấy điểm S sao cho OS = OB. 
a) Chứng minh rằng BC 1 AS. 
b) Tính các đoạn: SO, SA, SH theo h. | 
c) Qua diém J trén OH, ta vé mát pháng (P) song song vói SO và BC cát AB, SB, SC, AC 
lần lượt tai M, N, Q, R. Tim hinh tính tứ giác MNQR. Đặt AJ = x, tính điện tích y của tứ giác 
MNGR theo x và h. 
d) Với giá trị nào của x thi y lớn nhất. Tính giá trị lớn nhất này của y theo h. 


BC 1 OS 


= BC 1 (SAH) 
= ВС-1 AS 


p= 
b) AH = 3h = us 
= АВ = 6h _ 2n V3 


v3 


OB? = OH? + BH? = 4h? + (nds) = 7h? 
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OB = h V7 


SO = ОВ =h V7 

SA” = ОА? + SƠ” = h? + 7h?- 8h? 
SA = 2h V2 

SH? = SO? + OH? = 7h” + 4h” = 11h? 
SH=hV11.. 


c) (P) // SO nén cắt (SAH) theo giao tuyến IJ // SO 

(P) // BC nên cắt hai mặt phẳng (ABC) và (SBC) theo hai giao tuyến MR và NQ song 
song với BC (MR // NQ) 
= MNGQR là hinh thang có đường cao IJ 
Hơn nữa (SAH) là mặt phẳng đối xứng của hình chóp nên ta có MN = QR (đối xứng qua 
(SAH)) 
= MNQR là hinh thang cân 
Ta có: ОЈ = x — h 

17 HJ 3h-x 

SO HC . 2h 

3h - x (3h - x) 7 
2M. һу? = z 
NG-SL-OQF x-h 


BC SH OH 2h 











= NQ = 2h (3х9 = (x - h)/3 
MR AJ x 
BC AH 3h 


— MR = zn 5. - 2x3 
Б nh 
парсы MY 3 © Si: 24 (3h mss 


521 , 3hVổi sna 


== — 


12 2 4 


5421 3hV21 


2 
d) „ы 8 
E 





21 5 
2 У 


5у21.  3hV21 


у= 0 © lg 





2 





87h? 4/21 


87h? 4/21 


2 9h 
lớn nhát khi х = — và Ymax = 
y lớn nhà ix 5 VÀ Yma 10 
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Bài 10. Cho tam giác ABC vuông tại A có AB = a, КВО = 90°, điểm H trên canh AC sao cho 


AH = 2HC. Trên đường vuông góc với (ABC) tại H ta lấy đoạn HS = = : 


1. Chứng minh các tam giác SAC, SBC, SAB là những tam giác vuông. Tính các đoạn SA, 
SB, SC. 


2. Gọi I là trung điểm của BC. Chứng minh tam giác SIA vuông. 


3. Dựng và tính mặt cắt giữa tứ diện S.ABC và mặt phẳng qua trung điểm M của SH và 
song song với SA và BC. 





Giải 
1. AABC vuông có АВО = 60° nên là nửa tam giác đều. 
= AC = AB V3 = aV3 





BC = 2AB = 2a 
н 
Ta có: SH?- ЕЗ (1) 
АН = S АС = Cav 
HC = lap + 
AH.HC = Ža (ss. e (2) 


3 
Từ (1) và (2) = SH? = AH.HC, H thuộc đoạn AC 
— ASAC vuóng tai S 


SEI) = SA 1 AB => ASAB vuông tai A. 
AB 1 AC 
SC? - HA.HC = il 3 =a? > SA=a 


SA? = AH.AC = Y 3.av3 = 9a? > SA =a2 


SB? = SA? + AB? = 2a? + a? = 3a? — SB = a3 
ASBC cho: SC? + SB? = a? + За? = 4a? = BC? 
Vậy ASBC vuông tại S 


BC 
Si =а 
Ta có: 2 = ASIA cân tại I 
BC 
dr зуе ssh, 


Hơn nữa SA = AI /2 nên ASIA vuông cân tai I. 


3. (a) // SA nên cát 2 mặt phẳng (SAC) và (SAB) theo hai giao tuyến NP và QR cùng song 
song vói SA (NP // QR // SA) 


(a) // BC nén cắt 2 mặt phẳng (SAC) và (SAB) theo hai giao tuyến NR và PQ cùng song 
song vói BC (NR // PQ // BC) 


— tứ giác NPQR là hình binh hành. 
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Bài 11. Cho hình thang ABCD vuông tại A và B, có AB = BC = a, AD = 2a. Trên đường vuông 

góc mặt phẳng (ABCD) tại A ta lấy đoạn AS = a 42. 

1. Chứng minh rằng các tam giác SBC, SCD là những tam giác vuông. 

2. Tính số đo nhị điện cạnh CD và nhị diện cạnh SD. 

3. Từ điểm M trên cạnh AB với AM = x ta dựng mặt phẳng (œ) song song với mặt phẳng 
(SBC). Mặt phẳng (o) cắt CD, SD và SA lần lượt tại N, P, Q. Tứ giác MNPQ là hình gì và 
tính diện tích của nó theo a và x. 

Giải 

SA L (ABCD) 

pa 1 BC 

Định lí 3 đường L 

= SB 1 BC hay ASBC vuông tại B. 
Gọi I là trung điểm của AD ta có 


CI = El nén tam giác ACD vuóng tai C. 


Düng dinh lí 3 duóng 1 ta suy ra SC 1 CD. 

Hay ASCD vuóng tai C. 
SC L CD 
pe 1 CD 

điện canh CD. 

Ta có: AC = AB V2 =ax2;AS=ax2 
— ASAC vuông cân tai A > SCÀ = 45° 
IH LSD C 


Trong ASAD kẻ = CI 1 (SAD) 
CO / / AB 


Định lí З đường vuông góc => CH L SD 
=> ffiC là góc phẳng của nhị diện cạnh SD 
Hai tam giác IHD và SAD dis => 


== 4~ ~ ~ ~ - - - - - - — Л 


> SCÀ là góc phẳng của nhi 


IH. TD 
as А. = 
SA “sp “ IHeŠ (SD = a6 ) 
"`... 
aJ/6 
Ta có: САРУ 60° 
а 
2s 
3. a // (SBC) 


(ABCD) cát hai mát pháng (SBC) và (a) theo hai giao tuyén MN // BC (1) 

(SAB) cắt hai mặt phẳng (SBC) và (a) theo hai giao tuyến MQ//SB (2) 

(SAD) cắt hai mặt phẳng (SBC) và (a) theo hai giao tuyến PQ // AD (3) 

(SCD) cắt hai mặt phẳng (SBC) và (a) theo hai giao tuyến NP // SC (4) 

Từ (1) và (3) > MN // PQ vì BC // AD 

=> MNPQ là hình thang. 

Hơn nữa góc QMN là góc của hai đường SB và BC mà SB 1 BC nên góc QMN = 90" 
=> MNPQ là hinh thang vuông tai M và Q. 
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мо = SBX - 23x _ Js 
a a 








Gọi K = AC ¬ ММ, ta có: 
MK AM 
— = — гә 
BC AB 








ММ = МК + КМ = х + 2a – 2x = 2a – x 
(PQ + MN).MQ i (2a — 2x + 2a – x)x V3 EI S 3)x V3 
2 2 f 2 
Bài 12. Gọi O là giao điểm của hai đường chéo hình vuông ABCD canh a. Trên đường vuông 


SMNPQ "s 







góc với mặt phẳng hình vuông tai O ta lấy OS = 2: 


1. Gọi I và J là trung điểm của AB, CD. Chúng tỏ mặt phẳng (SAB) vuóng góc với mặt 
phẳng (SIJ). 
2. Chứng tỏ tam giác SLJ vuông và suy ra mặt phẳng (SAB) vuông góc với mặt phẳng (SCD). 
3. Gọi M và N là trung điểm của SB và SC. Tứ giác AMND là hình gì? Tính diện tích hình đó. 
Giải 
1. ABCD là hình vuông, O là tâm hình vuông 
= SO chính là trục của đường tròn ngoại tiếp hình vuông ABCD. 
= SA = SB = SC = SD 
Tam giác SAB cân tai S > SI L AB 
IJ L AB > AB 1 (SIJ) 
= mặt phẳng (SAB) 1 mặt phẳng (SIJ) 


2. Tam giác SIJ có trung tuyến SO = E = 









5 





a 
2 
nên vuông tai S, 2 mặt phẳng (SAB) và 
(SCD) lần lượt chứa hai đường song song 
AB và CD nên giao tuyến của chúng là 
đường tháng A qua S và / CD. B 
а PASSO IM > ÍS là góc phẳng của hai mặt phẳng (SAB) và (SCD) 
SJ L CD > SJ LA 
Mà ÍSJ = 90° (ASIJ vuông tai S) 
Nên hai mặt phẳng (SAB) và (SCD) vuông góc với nhau. 
BC a 


3. Trong tam giác SBC, MN là đường trung binh nên MN // BC, MN = A n 


= Tứ giác AMND là hinh thang. 
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Bài 13. Dựng thiết diện của một lăng tru tam giác cắt bởi mặt phẳng đi qua hai điểm A,, C 
và song song với đường thẳng (BC). Xác định tỉ số mà mặt phẳng a chia đoạn AB. 


Giải 
e Giao tuyến của а với mặt phẳng (BB,C,C) qua 
điểm C và song song với BC,. Gọi S, là giao 
điểm của đường thẳng này với BB,. 
S, là điểm chung của а và mặt phẳng (AA,B,B) 
Điểm chung thứ hai chính là A}. 
Kẻ đường tháng А{|5{ ta tìm được điểm S; của thiết аіё 
Vậy thiết diện là tam giác А,5,С. 
e Xác dinh tỉ số AS./S;B 
Hai tam giác A,AS; và S,BS; đồng dang cho ta AS;/S;B = AAj/BS, 
Từ S;BC;C là hình binh hành (BS; // CC;; ВС, // S¡C) 
Ta có BS, = СС 
Hon nữa: CC = АА, S, 
Vậy AS) SB = 1. 
Bài 14. Qua một cạnh đáy của lăng trụ đáy tam giác đều, dựng một mặt phẳng tạo với đáy 
một góc œ. Mặt phẳng này cắt lăng trụ thành hình chóp có thể tích V (phần dưới của mặt 
cắt). Xác định diện tích thiết điện. 








A 
n. 












z Giải 
Mặt phẳng cắt qua cạnh đáy BC và tạo với đáy một góc а nên cát hai mặt phẳng của lăng 


trụ. Thiết diện là AHBC. 
Lăng trụ đều nên BH = CH = AHBC cân tại H. В, 


I là trung điểm của BC. А; 
HI 1 BC > ATA - 
AI 1 BC 
Gọi V là thể tích hình chóp HABC, S là diện AH 
tích tam giác ABC. 
AI = НІ.соѕа 
Г о J 
ВС = — = — Ні соѕа В А 
v3: —J3 
s-lnpcAr- : 
2 


1 ; €: HI?.cos?a 
243 C 
1 IF 1 2 2 ' 
У = —S.AH =_—.-—HỨ. соѕ“ a.HI sina 
3 3 J3 
V = = < НІ?.созѓа.віпа => HI = 3 EA 
3/3 COSỐ a.sin a 


Dién tích AHBC 
W Thy” 
Sı = е раж anda = оваз —— = r T a 
2 2 J/3 J3 cos“ о. sin a cos Œ. sin“ œ 


Bài 15. Cho hình hộp ABCD.A;B,;C;D;. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các canh AD và 
BB;, MN = a. Hai đường chéo của mặt A,B,C,D, cắt nhau tại P. Một đường tháng qua P 
song song với MN cắt mặt phẳng AA;D;D tại điểm Q. Tìm độ dài đoạn tháng PQ. 
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Giải 
Cắt hình lăng trụ theo mặt phẳng (MNP) 
Tìm giao tuyến của (MNP) và (AA¡DD) 
Từ đó xác định điểm Q. 
Giả sử H là giao điểm của PQ với mặt 
phẳng (AB,C,C) 













Т ЗР L ¿SP y> SE: 
PB, PN SN 2 
ASMN có PQ// MN > SF -FQ _1 
SN MN 2 
1 a 
PQ = — MN = — 
T 2 
a 
Vay PQ = ©. 
ay PQ 2 


Bài 16. Cho hinh lăng tru tam giác АВСА,В,С,. 
Gọi M là 1 điểm trên đường chéo AB; 
AM 5 3 

MB, 4 Ƒ 

Dựng thiết diện của lăng trụ với mặt phẳng a qua M và song song với các đường chéo A¡€, 
BC,. Xác định tỉ số mà mặt phẳng а chia cạnh CC). 

Giải 
• Gọi В là mặt phẳng qua А,С và song song với ВС, 
3 và (BB,C,C) là đường thẳng qua C và // BC, 





của mát ABB,A, sao cho 





đường này cát BB, tai S}. Ái 
AS; n^n AD = Ss 
a // p 


Mặt phẳng (АВВ,А,) cát mặt phẳng f 
theo giao tuyến SS, qua M và / với АВ». 
Mặt phẳng (ABC) cắt B theo giao tuyến CS; 
a // BC, nén cát mặt phẳng (A;B,C,C) 
theo giao tuyến S5S; song song BC}. 
(ABC) // (А,В,С;) nén a cát (A,B,C,) theo 
giao tuyến S4S; song song 5495. 
Vậy thiết diện là ngũ giác S4S,S5S,S; 
‚эб: tz lở 

SƠ =1 


Bài 17. Cho hình hộp ABCDA;B;C;:D;. Gọi M, N, P lån lượt là trung điểm của AD, ВВ, và 
tâm của A,B,C,D,. Dựng thiết diện của lăng trụ bi cắt bởi mặt phẳng а qua M, N, P. Xác 
định tỉ số mặt phẳng a chia cạnh AB. 








e Ti sô 










« 4. 


Giải 


Tìm giao điểm NP với mặt phẳng (AA,DD;) đường tháng này nằm trong mặt phẳng 
(BB;D;D) cát mặt phẳng (AA;¡D;D) tai S, (S; = NP ^ DD;) 
Tương tu tìm giao điểm S; của NP với mặt phẳng (ABCD) (S; = NP ^ BD) 
a cát (ABCD) theo đường S;N. Ta tìm đỉnh của thiết diện 
Sa = SIN r р,А;; S4 = S&N ^ AB 
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S; = SP C BC; Se = BC га 
Ngũ giác MS;S;NS, thiết diện phải dựng. (MS; // NS;, S.S, // MS.) 


Tính tỉ số A 
4 


AMAS, co ASgSBS, 
AS, AN 


5B BS, 
Tam giác BSN = tam giác B;S;N: cho BS; = BS; 
B là tâm đối xứng của hình bình hành А,В,С,р, 
= B¡8; = DS, 
Từ đó ta có BS; = DS, 
Từ giả thiết AM = DM ta có ASy/BS, = DN/D;S; . 
Tam giác DS,N с tam giác 0,8,5, cho ta DM/D;8; = DS;/D,S, 
Tam-giác S;D;P = tam giác NB¡P cho 0,8; = B,N 
BIN = 1/2 BjN = 1/2 D,D 
0,8 = 1/2 D4D 
DS, = 3/2 рр, 
DM/D,S; = DS,/D;S, = 3/1 
AS, /BS, = DN/D;S = 3/1 
Vậy canh AB được chia theo tỉ số 3 : 1 tính từ điểm A. 
Bài 18. Cho hình lăng trụ lục giác đều, đường chéo lớn nhất có độ dài d và với mặt bên đi qua 
| một đầu đường chéo ấy góc a. 
1. Tính diện tích xung quanh của hình lăng trụ. 
2. Mặt phẳng (P) đi qua 2 cạnh lần lượt nằm trong 2 đáy song song với nhau và không 
nằm trong cùng một mặt bên. ` : 
a) Xác dinh mặt cát tạo bởi (P) và làng tru. 
b) Tính góc nhi dién tao bói (P) và mặt đáy theo d khi о = 30. 
c) Tính dién tích thiét dién. 





Cho ta: 















| 





* + 


Giải 
1. Diện tích xung quanh: Nhận xét rằng ở 1 điểm 
của hình lăng trụ, chẳng hạn ở B có 3 đường 
chéo là BD;, BE; và BF, các đường chéo này có 
hình chiếu ở trên đáy A,B;C;D;E,F, là B,D}, 
B;E;, ВЕ, trong đó В,Е, là lớn nhất nên ВЕ, là 
đường chéo lớn nhất. 
Та có BE, = d vì BE; là đường kính của 
đường tròn ngoại tiếp đáy A;B,C,D,E,F, nên 
АЕ, L A;B}. 
Suy ra A;E, L (АВВ,А,) vậy ВА, là hình chiếu 
của BE; ở trên mặt bên (ABB¡A;) nên góc 
АВЕ; = a 
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Diện tích xung quanh của hình lăng trụ là 
S.q = p.h = 6A¡B¡.BB¡. 
Tính А,В, và BB,. Tam giác BA,E, vuông tai 
A, có góc B = a cho ta: 
АЕ, = BE¡sinB = đsinơ và 
А\В = ВЕ,соѕВ =dcosa 
Tam giác B¡A;E; vuông tại Ау, có góc B, = 60° 
đ sin œ 


v3 


cho ta А,В, = A¡E;eotgB; = dsinœcotg600 = 


Tam giác А,В,В vuông tai B, cho 


ВВ, = JA B° - А,В? = |d’? cog — T Sin e = s aeos a - sin” a 


> Sa = 6. SE, Ta aeos а -sin?œ = 2d"sina уЗ сов? a - sin? a 





2. a) Xác định mặt cắt giữa mặt phẳng (P) và lăng trụ: 


Xét mặt phẳng (P) di qua 2 cạnh song song BC và Е,Е, lần lượt nằm trong 2 đáy và 
không ở trên cùng 1 mặt bên. 
Gọi M và N là giao điểm của (P) với AA, và DD, thì MN. là giao tuyến của (P) với mặt 
phẳng (ADD,A) 

BC //AD 

BC c (P) => BC // MN 

AD c (ADD,A) 


Mặt khác, hai mặt bên ABBA; và DEED; song song với nhau nén BM // NE, và 2 mặt 
chéo AEE;A;, BDD;B; song song với nhau nén giao tuyến của chúng với mặt phẳng (P) 
là ME; và BN cũng song song với nhau. 

Vậy ВМЕ,М là hình bình hành, do đó BM = NE, 

Tương tự: МЕ, = CN. Dễ thấy MN = CN váy BM = МЕ, = CN = NE, 

Suy ra M, N là điểm giữa của AA}, DD}. 

Mặt cắt là hinh luc giác BCNE;F;M gồm hai hinh thang cán bàng nhau BCNM và 
E,F,MN 


b) Góc cúa (P) và màt dáy (ABCDE) 
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(P) và mặt phẳng (ABCDE) có giao tuyến là BC. 
Ta có: EC vuông góc BC suy ra E,C vuông góc ВС 
Vậy góc phẳng của nhị diện tạo bởi chúng là góc E,CE 


Tam giác E;EC vuông tai R cho tg ÉCE =—— 


EC 
Với EE, = BB, = га. УЗ соз? a – зїп? a 
v3 
i \3cos? 30° - sin? 30° = ау2 và ЕС = АЕ, = dsina = а 
3 з 2 
dv2 
Suy ra tg Gp - 33. 2/2 _ 216 
T 
2 





c) Diện tích mặt cắt: 
Lục giác đều ABCDEF chính là hình chiếu của mặt cắt trên đáy (ABCDEF) nén ta có 


COS É CË = — 
Với ZE,CE là góc phẳng của nhị diện tạo bởi mặt cát và đáy 
Sme: điện tích mặt cát 
S = diện tích đáy = 6.dién tüch tam giác đều canh AB. 








2 2 
6 АВ'УЗ _ 3/3 А,В? = 3v3 d sina КЕ: ККУ... 
4 59^ Ad" S 2 8 
€ СЕ, > 1 3 = 
+ 
(8. 
Suy ra cos KOR = (3 
d? J3 
S 8 d*/1i 
Suy ra S = ———— = — = 
соз E CE + 1 Er 8 
11 





Bài 19. Cho khối lập phương ABCD.A,;B,C,D;. Gọi M và N là 2 điểm ở trên các đường chéo 
АВ, và BC; của các mát ABBA, và BB,C,C sao cho MN song song với mặt ABCD. Tìm các 


dar AM. эх với MN _ v5 







C; 


5з 


С 





Giả sử MN // (ABCD) 
Kẻ đường tháng S¡8; qua M ở trong mặt AA;B,B song song với AB, mặt phẳng xác định 
bởi MN và 8,5, song song với mặt phẳng (ABCD). 
Thiết diện với khối lập phương là hình vuông S,S,S,S, 
Đặt а = х, АВ = а 
АВ 


1 











Tam giác MB,S; đồng dạng tam giác AB,B suy га d Е 2 – —1 
Từ МВ, = (1 — x)AB;, ta nhận được MS; = (1 — x)AB = (1 - x)a 
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BS; = (1 — x)AB, và BS, = ВВ, з BS, = xBB, 
Tam giác BS;N đồng dang tam giác ВВ,С, 
SN BN BS, 














Suy ra = — = =X 
BÁC BC. BB, 
Suy ra SN = 2a và з Б = x 
| v5 
Tam giác MSN vuông, ta có: MN = T a 


MS; = (1 - x)a; S;M = xa 
Theo Pytago ta có: 


2 
5 9 2.2, 2.2 2 1s 
w Ho x + х^а“ <> 9x“ — 9x + 2 = 0 © à 
` 
Từ đó ta có 2 vị trí của MN thỏa điều kiện của bài toán 
TH NGIP áo ra p SN ha 1 
AB BG 35. —AB. ` pO 4 š 





Bài 20. Cho hình hộp ABCD.A;B;C¡D¡. Gọi M và N là 2 điểm lần lượt trên 2 canh АА, và 














CC; sao cho 8 = m; CN = n. Mặt phẳng (a) qua M và N song song với đường chéo BD 
AA, CC, 
của đáy. Xác định tỉ số mà mặt phẳng (a) chia canh ВВ,. 





Giải 

BD c (ВВ,р,р) suy га (a) và (ВВ,р,0) cát nhau theo đường tháng // với BD. 
Dung giao điểm của MN với mặt phẳng (ВВ,р,р), mặt phẳng AA,C,C chứa MN cắt mặt 
phẳng (BB,D,D) theo ОО, // với cạnh của hình lăng trụ. 
E = MN ^ OO, chính là giao điểm của MN và (BB;D;D) 
Qua E kẻ đường tháng // với BD (trong mặt phẳng (BB¡D¡D)) và tim giao điểm Р, Q của 
cạnh ВВ,, DD.. 
Đường tháng PQ là giao tuyến của (a) với (BB;D;D). Từ đó P, Q chính là dinh của thiết diện. 
Thiét dién là hinh binh hành MNPQ (MQ // PN, MP // QN) 
Tính ti só BEL 

PB, 


Ta có: BP = QD (BDQP là hình binh hành) 
PB = 2 AM + CN) 


АМ = mAA, 
CN = nCC, 
АА, = CO, = BB, 


Suy ra BP = CB = Z+” BB, 





РВ; = ВВ; - BP = 


= m A B. 
2 


ВР у m+n 
PB 2—m-n 


1 
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—n*5 . (lấy từ đỉnh B). 
2-m¬n 


Vậy mặt phẳng a chia cạnh BB, theo tỉ số 


Bài 21. Cho khối lập phương ABCD.A,;B;C,D, mặt phẳng di qua A, trung điểm K của BC và 
tâm O của mát DCCD; chia khối lập phương thành hai khối đa diện. Tìm tỉ số thé tích 
của hai khối đa diện đó. 





* э * 


Giải 


Gọi V, là thể tích khối đa diện chứa điểm D 

Gọi V; là thé tích khói đa điện chứa điểm B, D, 

Ta có: Vị = VsADE — Vrkce 

Giả sử AB = a 

AADE có CK // AD. Định lí Thales 

c cu = = z =» СЕ = а 

ED -AD-.2 

AEOO' có CL // ОО”. Định lí Thales 
CL EC 


A —— 
OO' EO' 











Do đó — = — 
Y.- 29 


Bài 22. Cho hình lăng trụ tứ giác đều. Qua trung điểm của hai cạnh liên tiếp ở đáy, dựng mặt 

phẳng cắt 3 cạnh bên và tạo với đáy œ. Tìm diện tích thiết diện biết rằng cạnh đáy bằng b. 
Giải 

Gọi K, L là trung điểm của AD và AB, qua giao 

điểm E giữa KL và AC vẽ EN tạo với BC một góc œ 

(EN nằm trong mặt phẳng chéo AA'CC") 

Qua điểm O” (giao điểm của trục CO' với EN) dựng 

PM // BD (trong mặt phẳng chéo BB'D'D) 

Ngũ giác KLMNP là thiết điện cán tìm 

Áp dụng công thức S' = S.cosa 








2 
S' là diện tích của KLBCD = r: nén S = —. 










Bài 23. Cho hinh láp phuong ABCD.A'B'C'D' vói canh a. 
a) Xác định hinh chiếu của hinh lập phương lén một mặt phẳng vuông góc với một đường 
chéo. Tính diện tích của hình chiếu. 
b) Dựng thiết diện đi qua tâm và vuông góc với đường chéo nói trên. Tính điện tích thiết 
diện tìm tỉ số diện tích thiết diện với diện tích hình chiếu. 
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* 9%. 


Giải 
a) Không làm mất tính chất tổng quát của bài 
toán, ta tìm hình chiếu của hình lập phương 
trên mặt phẳng đi qua điểm A đồng thời vuông 
góc với đường chéo АС”. 
Dễ thấy rằng AC' cát (CB'D') tại điểm I và 
IC = AC а x 
3 M 
Qua A dung АП’, // và vih ID”, АВ,’ / và bằng 
IB', song song và bằng IC. 
Dễ thấy rằng các điểm đối xứng của Р, Bị, Cı 
đối với A là By, Dị, А’ và đồng thời là hinh 
chiếu của B, D, A”. 
Suy ra 6 điểm Ву, С, Di, D: , A;, В, nằm trên mặt phẳng vuông góc với AC' tai A. 
Ta có thể chứng minh rằng hình chiếu B,C,D, B; A/D. là luc giác đều cạnh 


LI na 
a6 
3 


B 





О,С, = AD, = ID = 


Do đó diện tích В,С,0; B; A;D, = 6 diện tích tam giác АС,В, = (*#] 


b) Thiết điện di qua O và vuông góc với đường chéo AC' phải // với mặt phẳng (CB'D') do 
đó trong hình chữ nhật DCB'A' qua C dung SP // A'D 
Trong hình vuông ABCD, dung PN // BD; trong hình vuông AA'B'B dung SM // A'B và 
dung SR // D'B'; RQ // DA'. Các điểm M, N, P, Q, R, S chính là trung điểm của các cạnh 
BB', BC, CD, DB', A'D', A'B', suy ra MN bằng NP bằng PQ bằng QR bằng RS bằng SM 





bằng 2 và OS bằng OM bằng ON bằng OP bằng OQ bằng OR bằng B 
Do dó thiét dién là luc giác déu canh um 

2 2 
Dién tích MNPQRS - 6 dién tích tam giác - kJ T = кы 


Tỉ số diện tích của thiết diện và diện tích hình chiếu bằng ———— 


3/34 z 3 
4 ia aut. 





• a // (ABC) nén: а © (SAB) = DE (DE // AB) 
a ^ (SBC) = EF (EF // BC) 
a ^ (SAC) = DF (DF // AC) 
Thiét dién là tam giác DEF dóng dang vói tam giác ABC. 
e Tim dién tích thiét dién 
Gọi h = SH bằng chiều cao hinh chóp S. ABC A 
h; = SH; bằng chiều cao của hinh chóp S.DEF 
5 là diện tích tam giác ABC 
S, là diện tích tam giác DEF 
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Suy ra 8, = a b= s 





Gọi SK là đường cao của tam giác SBC suy ra 
Tam giác SAH ыа АН = VSA? - SH? = VË - h? 
АК = 5 ia =— > Vr - h? 
KB = um 


kB = 3 Jp в? УЗ _ 3 еъ 
2 373 
2 2 
5-28! "n | 


оа 4 X30” - УЗ? -h*) (h-a) 
PONE VD. eor НАТ 


Bài 25. Cho tứ diện ёи S.ABC canh a. Gọi Е, Е lần lượt là trung điểm của SB và BC. Mặt 
phẳng о di qua EF và vuông góc với AB chia thể tích hinh chóp theo tỉ số nào? 








• Gọi I là trung điểm của AB - 
Mặt phẳng a 1 AB nên a 1 SI và do đó a cắt mặt 
phẳng (SAB) theo giao tuyến EK // SI 
Vậy thiết diện là tam giác EFK cân tại K. 

• Thể tích hình chóp 


1 a?J'3 ` a?h /3 

















Vox 2 
v IE C ` 12 
wo cda lh d W ag A 
nog 8, so kak 
/a°h43 
192 
a?h/3 a?hV3 15a?h/3 
VsAEFC = TY TT > 
12 192 192 


Thiết diện chia thể tích hình chóp theo tỉ số: 


a°hV3 . 15a°h 3 _ 1 


10275 ^ d ==! 
Bài 26. Cho hinh chóp tứ giác đều SABCD. Trên CD kéo dài lấy 1 điểm M sao cho MD = 2DC. 


Qua M, B và trung điểm E của SC dựng mặt phẳng. Mặt phẳng này chia thể tích hình 
chóp theo tỉ số nào? 





Giải 
e Mặt phẳng (MBE) cắt (ABCD) theo BM, cắt (SBC) theo BE. 
Mặt phẳng (MBE) cắt (SDC) theo giao tuyến qua E và M, SD ¬ EM = F 
= Thiết diện là tứ giác BEFG 
AB AG 1 


e — = — —— suy ra AG = 18р suy га DG = 2 AD 
Мр GD 2 2 3 
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POD 
EF EE 35D | 
аве лора 
= FM MD 2CD 4 


Suy ra E'F = i Ípp-?sp 
4 5 5 


Gọi đường cao của hinh chóp là h, canh là a. Ta có 
I. 
VsAncp = = аћ 
3 
Кё ЕЕ, L (ABCD): E, e АСЕЕ; = 3 
Kẻ ЕЕ, 1 (ABCD): Е, e BD và ЕЕ, = 


VpcgGprF = Меһр MBCE — VMGDF 





VrncM = Í Sua EE; - ja 3a = canh 

Ұррмс = : Spi. FF; = TG a 2a. h = Zah 
VncpGEF = it Zah = a *h £= 
VsABEFG = 5 a”h - 25. а? = ng ^h 


Vậy tiết diện chia hinh chóp theo tỉ số: 
29 s. 31 ah a 29 
180 180 31 
Bài 27. Cho hinh chóp tứ giác đều S. ABCD. Gọi F, K, N là trung điểm của các canh AD, AB, 
SC. Dung thiết điện di qua F, K, N và hinh chóp nói trén.Chüng tỏ rằng mặt phẳng thiết 
dién chia hinh chóp ra thành hai khói da dién tuong duong. (Có thé tích báng nhau). 





Nói FK cát CD ở E và CB ở M 

Nói NE cắt SD ở P 

Nối M, N cắt SB ở L 

Thiết điện cán tìm là ngũ giấc NPFKL 

Gọi У, là thể tích khối đa diện chứa dinh C và V; là phần còn lai, ta có: 
Vi = VNgMc — Vpgpg — VLBKM 

Trong mặt phẳng (SCB) kẻ NR // CB 


Vì BM = AF = > BC = NR nên ANRL = AMBL suy ra BL = 2 BR = + BS 


Tương tu: PD = „8D 


Gọi đường cao của tứ giác đều là h và cạnh 
đáy là a thì V = sanh 


1 ở 3 h 
VNCEM = s Succh, au LE 
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š 9 . 
Vậy Ухскм = — a*h 


48 
V. ч ==> І огр 
ЅАВС = 3 
1: £ 1 и: Đ1-—, 
Vpgpr = V = —.—a.—a.— = аһ 
PEDF LKBM 6 98 22 4 96 2 


Do đó ta có: Vị = = aM E CM T =з у 
48 96 6 2 


= V = sVYSV,=V; 


Bài 28. Trong hinh chóp tứ giác đều, các mặt bên làm với đáy góc a. Qua cạnh của đáy dựng 
mặt phẳng tạo với đáy góc B. Cạnh của đáy bằng a. Hãy tính diện tích thiết điện. 

Giải 
Thiết diện BCB¡C; là hinh thang cân. Gọi M, N 
là trung điểm của cạnh AD và BC. Mặt phẳng 
(MNS) cắt thiết diện theo NK (K là trung điểm 
В,С,). Ta có 


Ta tính KN và В,С, trong tam giác МКМ có 
KN a : 








sina sin(a + |) 

asina 
sin(a + В) B 
Tam giác ADS đồng dang với tam giác B,C,S nén tính được: 


B.C, = a sin(a - В) 
sin(a + В) \ 





Vậy S- a^ sin” a. cos В 
sin*(a + B) 

Bài 29. Cho hinh chóp tứ giác đều S.ABCS đáy là hình vuông cạnh a, các mặt bên làm với 
mặt phẳng đáy 1 góc ọ. Ta dựng mặt phẳng phân giác của góc nhị diện cạnh BC trong 
hình chóp (tức là góc nhị diện của hình chóp xác định bởi mặt (SBC) và (BCDA). Mặt 
phẳng phân giác này cắt SD ở M và SA ở N. Tính thể tích hình chóp SBCMN theo a và ọ. 


Giải 
Các mặt phẳng (SAD) và (BCMN) theo thứ tự đi qua các đường // AC và BC nên giao 
tuyến MN của chúng cũng // với những đường đó. Từ đó suy ra BCMN là hình thang cân. 
Gọi K, P, Q là trung điểm của MN, AD, BC | 
ММ + ВС 








SBCMN = 2 KQ 
бра 86-8 
2cos Фф 
Trong đó AKPQ ta có: SR = SEMEN 
sin @ . дф 
sin `, C 
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a sin @ 




















Do đó: KQ = 
sin se 
2 
Lai có tam giác SMN đồng dang với tam giác SDA nên ng = M = MN = ^an 
SK SQ SK вк sino 
Nhung = — — SP = SQ = 2 
sin? sin "e Q sin Pç 
2 2 
sin ? 
Và do dó: MN = а. — hay MN = - 
sin ЗФ 
2 
1 аѕіп? | asin? а? віп? cos? 
SsoMN = | 4 + - а. а) 
ѕіп 3o sin 39 sin* 2 
2 2 2 
Đường vuông góc ha từ S xuống QK là đường cao của hinh chóp S.BCMN. Trong tam giác 
B 
asin © 
vuông SKQ ta có: SK = SQsin © = 
2 2.cosQ 


5 -- 93 
^ a” sin \ 
Vậy Узвсмух = C TN. s . 
12. sin” ә 0089 


Bài 30. Cho hình chóp tứ điện đều cạnh đáy bằng a, cạnh bên bằng zs , trén trung tuyén 


SM của mặt bên (SBC) ta lấy trung điểm I. Qua I và AD dựng thiết diện cát SB ở E và 

SC ở F. 

a) Chüng tó ráng thiét dién (ADEF) vuóng góc vói mát pháng (SBC). Tính diện tích của 
thiết diện. . 

b) Tìm tỉ số thể tích của 2 phần hình chóp do thiết diện phân chia. 

c) Đoạn AI cắt hình cầu nội tiếp trong hình chóp đã cho tại 2 điểm. Tính độ dài của đoạn 
thẳng nằm trong hình cầu nội tiếp. 





5 Giải 
a) Thiết diện là hình thang cân. 
Gọi J là trung điểm của AD, suy ra LJ vuông góc với EF (1) 


SM? = ЕЗ] s BỊ = а? 


Do đó SM = a, suy ra SJM đều và IJ L SM (2) 
Từ (1) và (2) suy ra IJ 1 (SBC) và thiết diện 
chứa LJ cũng vuông góc với mặt phẳng (SBC) 






2 
Diện tích thiết diện bằng: nx 
A 
b) SH - "S (vi tam giác SJM déu) B 
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Vậy у = La? 2V3 _ a v3 
3 2 6 

Gọi V, là thé tích của hình chóp có đỉnh S và thiết điện ADEF có SI là chiều cao nén: 

ү, = 1 3/3a° a _ a'V3 p А 

З 8 2 16 ë 

Gọi V; là thể tích khối đa diện còn lại thi: 

Vạ=V-Vị= 5a* J3 

48 

Vậy а = : D A 

- J 


c) Tâm mặt cầu tai O (giao điểm của SH và LJ). Do tính chất đối xứng, mặt cầu nội tiếp 
giao với mặt phẳng SJM theo đường tròn lớn bán kính R = OI. 


Xét 2 tam giác đồng dang AIOK và AAIJ, ta có IO IK — TR = IO.IJ 
IA IJ IA 
1 av3 
IA = VIJ? + ЈА? =a 
Do đó IK = Ê. 
4 











Bài 31. Cho hinh chóp tứ giác đều canh đáy bằng a. Các mặt bên tao với đáy góc a. Qua 2 
canh dói dién cüa dáy hinh chóp dung 2 mát pháng cát nhau và vuóng góc vói nhau. Xác 
định độ dài của giao tuyến nằm trong hinh chóp, biết rằng giao tuyến cát đường cao của 

hình chóp. 


Giải 
Xét hình chóp tứ giác đều E.HPGQ, MN là giao 
tuyến giữa 2 mặt phẳng qua HP, GQ vuông góc 


với nhau. 
MN // HP và MN cắt OE tại B; M, N nằm trên 
trung đoạn ED, EF/ về 


Kéo dài PM và GN; HM và QN ta được thiết 
diện tạo thành bởi 2 mặt phẳng nói trên với 
hình chóp. 

Gọi A;, C, là giao điểm của AB, CB với hình 
chóp (cũng nằm trên trung đoạn SA, SC với A và 
C là điểm giữa của HP, GQ) 

ABC là góc của 2 mặt phẳng nói trên theo giả 
thiết có АВО = 90°. 





Тат рїас АВС 1а уибпр сап пёп ВО = АО = СО = 


NR 


Tam giác EMN đồng dang tam giác EDF nén DF = a, lai có MN - a. ai 


Mà ОЕ = AO.tgơ = j igo 
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BE = OE - BO = 2 go — 1) 


. 0 
Do đó: MN ле ОЛ củi con Х2.а.віп(а - 45°) 
tga sin a 








Bài 32. Cho hinh chóp tứ giác đều S.ABCD, ABCD là hình vuông có canh bằng a và 

SA = a. 

a) Tính đường cao và thé tích hinh chóp theo a. 

b) Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của AB, AD và SC. Mặt phẳng (MNP) cát các canh 
bên SB, SD theo thứ tự Q, R. SO sánh các đoạn tháng QB và RD với SB. 

c) Chứng minh rằng mặt phẳng (MNP) chia hinh chóp đã cho thành 2 phán tương đương (có 
thé tích bằng nhau). Kết quả đó có đúng khi SA = SB = SC = SD ғ a hay không? 

Giải 

Gọi H là chân đường cao hình chóp. H = AC ^ BD 





a) Tam giác vuông SHB bằng tam giác vuông AHB suy ra SH = AH = E 
1 a*J2 
V = 3 Sanco SH = 6 


b) MN cắt BC ở E và CD ở F 
So sánh 3 tam giác: BME, AMN, DNF 


EGBE sD pC 
2 2 


Q = EF n SB; R = PF ^n SD 
Trong mặt phẳng (SBC) vẽ PT // CB, 
ta có tam giác PTQ bằng tam giác EBQ, 


Từ đó ta có QT = QB = T SB = Š 


Tương tu RD = 8D =7 


A 





J SH z h nến V - Sah. 


Mặt phẳng (MNP) chia hình chóp ra hai phần. 

Gọi Vị là phần thể tích chứa đỉnh S và V; là phần thể tích kë với đáy ABCD 
V» = Vpckr — [Vorem — VgpnrÌ 

1 iban h SEQ, h 3a'h 


32 16 E j 18 


2 


Vpckr = > 


(Đường cao hạ tü P là > và CE = CF = =) 











2 
VapEM = VRDNF = 3 = ¿BM = ng (Đường cao hạ từ Q và từ P đều bằng z ) 
3a”h аһ | 1 
vs -2 RI 
rA (x pe 
2 
Do dó Vì = VsABCD = Və = Lh =- tuh = 2m. = У, 
З 6 6 
Vậy V, — V3. 
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